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Introdution
La question qui motive e travail est la suivante:
Soient k un orps et X un k-shéma. X possède-t-il des points k-rationnels?
Il semble évidemment sans espoir de répondre entièrement à e problème, puisque ela
équivaudrait à prouver d'un seul oup tous les énonés du type Théorème de Fermat
possibles et imaginables. L'objetif plus raisonnable que nous nous xons ii est le suivant:
Soient k un orps de aratéristique nulle et X un k-shéma. Déterminer
des obstrutions ohomologiques étales à l'existene de points k-rationnels sur
X.
Pour arriver à nos ns, nous utilisons les gerbes, introduites par Grothendiek et Gi-
raud, mais fort peu utilisées depuis (sauf peut-être par les Physiiens, qui se servent des
gerbes abéliennes en théorie des ordes, f. [Hi03℄), e qui nous semble être une agrante
injustie. En eet, les gerbes apparaissent naturellement dans des problèmes aussi nom-
breux que variés, et dont nous donnons maintenant quelques exemples, en ommençant
par elui qui est au ÷ur de et exposé:
Problème entral: soient k un orps de aratéristique nulle,X un k-shéma géométrique-
ment onnexe, et G un k-groupe algébrique linéaire. Soient enore:
P¯ −→ X¯ = X ⊗k k¯
un G¯X-torseur, où:
GX = G×Spe k X et G¯X = GX ×X X¯.
et k¯ désigne une lture algébrique de k xée à l'avane. On suppose que pour tout
σ ∈ Gal
(
k¯/k
)
, il existe un isomorphisme de G¯X-torseurs:
ϕσ :
σP¯ −→ P¯
où
σP¯ désigne le shéma obtenu par pullbak à partir de σ˜ (l'automorphisme de Spe k¯
induit par σ); autrement dit, le arré i-dessous est artésien:
σP¯

ϕσ // P¯


Spe k¯
σ˜
//
Spe k¯
X INTRODUCTION
Employant une terminologie propre à la théorie des revêtements, nous dirons que le
torseur P¯ → X¯ est de orps des modules k.
Le problème est alors de savoir s'il existe un GX -torseur Q → X tel que Q¯ ≈ P¯ , e
dernier isomorphisme vivant dans la atégorie des G¯X-torseurs sur X¯. Nous appellerons
modèle de P¯ sur X un tel torseur Q → X . Si P¯ possède un modèle sur X , nous dirons
qu'il est déni sur k.
Supposons par exemple que G soit un k-groupe abélien de type multipliatif, et que X
soit un k-shéma propre (e.g. une k-variété projetive). Alors la suite exate à 5 termes:
0 −→ H1 (k,G) −→ H1 (X,GX)
u
−→ H1
(
X¯, G¯X
)Γ δ1
−→ H2 (k,G) −→ H2 (X,GX) (1)
(où Γ désigne le groupe de Galois absolu de k) déduite de la suite spetrale de Leray:
Ep,q2 = H
p (k, Rqπ∗GX) =⇒ H
p+q (X,GX) = E
p+q
montre que l'obstrution à e que P¯ (qui représente une lasse dans H1
(
X¯, G¯X
)Γ
) soit
déni sur k (i.e:
[
P¯
]
∈ im u) est mesurée par une lasse vivant dans H2 (k,G). Une telle
lasse est une (lasse d'équivalene de) gerbe sur le site étale de k.
Par ailleurs, sous les mêmes hypothèses, on a une interprétation en termes de type de e
problème. On dispose en eet de la suite exate à 5 termes introduite par Colliot-Thélène
et Sansu dans [CTS87℄:
H1 (k,G) −→ H1 (X,GX)
χ
−→ HomΓ
(
Ĝ,Pi X¯
)
∂
−→ H2 (k,G) −→ H2 (X,GX) (2)
elle-i étant déduite de la suite spetrale:
Ep,q2 = Ext
p
Γ
(
Ĝ,Hq
(
X¯,Gm,X¯
))
=⇒ Hp+q (X,G) = Ep+q
Les suites exates (1) et (2) sont anoniquement isomorphes (f. [HS02℄). On appelle
type d'un GX-torseur P → X l'image de [P ] par le morphisme χ de la suite (2). Plus
généralement, on peut assoier à tout G¯X-torseur P¯ → X¯ un type noté τP¯ , appartenant
a priori à Hom
(
Ĝ,Pi X¯
)
; si de plus P¯ est de orps des modules k, alors τP¯ est Γ-
équivariant (f. [HS02℄ 3.7). Dans e as, l'existene d'un modèle pour le G¯X-torseur
P¯ → X¯ est équivalente à l'existene d'un GX-torseur sur X de type τP¯ .
Un problème très similaire est elui de l'existene de modèles pour un revêtement
galoisien:
Revêtements algébriques: orps des modules ontre orps de dénition:
1
soient X une variété algébrique dénie sur un orps K, et soit Ksep une lture séparable
de K. Soient G un groupe ni, et f¯ : Y¯ → X¯ un G-revêtement. On suppose que f¯ est
isomorphe à tous ses onjugués par l'ation de Gal (Ksep/K).
Le G-revêtement f¯ est-il déni sur K?
Une situation légèrement diérente des deux préédentes est liée à e que nous on-
viendrons d'appeler la
1
Titre honteusement plagié sur [DD97℄.
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Conjeture de Grothendiek sur les groupes de Brauer: soit X un shéma.
Notons BrAzX le groupe des lasses d'équivalene d'algèbres d'Azumaya surX (f. [Gr68℄),
et notons Br X la partie de torsion du seond groupe de ohomologie étale H2 (X,Gm)
(lorsque X est régulier, on a: Br X = H2 (X,Gm) d'après [Gr68℄ II.1.4). On a toujours
un morphisme injetif de groupes:
∆ : BrAzX −→ Br X
La surjetivité de e morphisme n'est pas onnue en général, mais elle l'est dans le as
où X est:
• le spetre d'un orps;
• un shéma ane, ou la réunion de deux shémas anes ayant une intersetion ane
(Gabber [Ga80℄);
• une variété abélienne (Hoobler [Ho72℄);
• une variété torique lisse (Demeyer et Ford [DF93℄);
• une surfae algébrique séparée géométriquement normale (Shröer [S01℄);
Le problème de déterminer si ∆ est surjetive ou non est évidemment lié aux gerbes.
Considérons en eet une lasse [c] ∈ Br X ; omme [c] est de torsion, il existe un entier
n tel que [c] soit représentable par une lasse [c′] ∈ H2 (X, µn). Un représentant de [c
′]
est une µn-gerbe sur le site étale de X (au passage, G est en partiulier un hamp de
Deligne-Mumford), et G appartient à l'image de ∆ si et seulement si G est isomorphe à
un hamp quotient (f. [EHKV01℄ 3.6).
Ce sont les mêmes types de onsidérations qui interviennent lorsque l'on étudie la
Relation de domination de Springer: soient K un orps, Ksep une lture sé-
parable de K, G un K-groupe algébrique, et H un sous-K-groupe algébrique de G. Il
existe une relation [Sp66℄:
H1 (Gal (Ksep/K) , G)⊸ H1 (Gal (Ksep/K) ;G,H)
entre l'ensemble des lasses d'isomorphie de G-torseurs (à droite) sur K, et elui des K-
espaes homogènes sous l'ation (à droite) de G ave isotropie H . Soit V un tel espae
homogène. Une fois enore, l'obstrution à e que V soit dominé par un G-torseur, i.e.
l'obstrution à e que [V ] appartienne à l'image de la relation est mesurée par une gerbe
sur k, loalement liée par H .
Le dernier exemple que nous donnons se distingue des préédents par le fait que 'est
purement un problème de Géométrie Algébrique, et non un problème d'Arithmétique.
XII INTRODUCTION
Cei étant dit, même si les ontextes sont diérents, les gerbes sont enore présentes:
Classe de Chern d'un bré en droites: soient X une variété algébrique omplexe
projetive lisse. On note Xan la variété analytique anoniquement assoiée à X (f.
[Fu98℄). De la suite exponentielle, on déduit la suite de ohomologie:
H1 (Xan,OXan)
exp // H1 (Xan,O∗Xan)
δ1 // H2 (Xan,Z)
D'après le théorème de Serre (f. [Hart77℄ p.440), qui établit l'équivalene entre la
atégorie des faiseaux ohérents sur X et elle des faiseaux analytiques ohérents sur
Xan, on en déduit la suite exate:
H1 (X,OX)
η //
Pi X
δ1 // H2 (Xan,Z)
L'image d'un bré en droites L sur X (i.e. d'un représentant d'une lasse de Pi X)
par δ1 est appelée la lasse de Chern de L, et elle est notée c1 (L).
2
On peut évidemment
voir ette lasse c1 (L) omme une gerbe, sur le site analytique de X
an
. Sa non-nullité est
une obstrution à e que L appartienne à l'image du morphisme η.
Après es exemples qui illustrent la diversité des ontextes dans lesquels les gerbes
interviennent, voii le plan que nous suivrons dans es notes:
Chapitre 1: nous y introduisons les outils et le langage néessaires dans toute la
suite. On ommene par rappeler la dénition de site en général, en ayant à l'esprit le
fait que seule la notion de site étale d'un shéma nous sera vraiment utile. On rappelle
ensuite les notions de atégorie brée, préhamp et hamp an de pouvoir présenter les
atries prinipales de e travail: les gerbes. Cependant, plutt que de travailler sur un
site général (omme dans [Gi66℄ et [Gi71℄), nous étudierons plus partiulièrement les pro-
priétés des gerbes sur le site étale d'un shéma, e qui rendra peut-être plus faile leur
interprétation. Enn nous rappellerons les notions de lien et de ohomologie à valeurs
dans un lien, en donnant des exemples de situations où le H2 est failement alulable.
Chapitre 2: nous nous attaquons au problème entral par son versant le plus faile:
le as abélien. Plus préisément, on s'intéresse à la situation suivante: on onsidère un
orps de aratéristique nulle k, dont on xe une lture algébrique k¯, un k-shéma X
géométriquement irrédutible, et un k-groupe algébrique abélien G. On peut alors, en
ajoutant de peu ontraignantes hypothèses, déterminer une obstrution ohomologique
abélienne à l'existene d'un point k-rationnel sur X . Expliitement, on suppose satisfaite
la ondition G¯X
(
X¯
)
= G¯
(
k¯
)
(e.g. X projetive et G = Gm). On a alors la suite exate
à 5 termes:
H1 (k,G) −→ H1 (X,GX)
u
−→ H1
(
X¯, G¯X
)Γ δ1
−→ H2 (k,G)
v
−→ H2 (X,GX)
2
Ce n'est pas la seule manière de dénir la lasse de Chern d'un bré en droites. C'est en tout as elle
présentée dans [Fu98℄, 19.3.1; pour un autre point de vue, nous renvoyons à l'appendie A de [Hart77℄,
et pour un retour aux soures à [Gr58℄.
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L'existene d'un point k-rationnel surX entraîne l'existene d'une rétration de l'appliation
v, e qui fore le obord δ1 à être nul, ette nullité entraînant la surjetivité de l'appliation
u. On en déduit don une première obstrution:
Théorème 1 (Obstrution abélienne à l'existene d'un point rationnel). Soient
k un orps de aratéristique nulle, X un k-shéma, quasi-ompat et quasi-séparé, et G
un k-groupe algébrique abélien tels que G¯X
(
X¯
)
= G¯
(
k¯
)
.
Si X (k) 6= ∅, alors dans la suite exate préédente, le morphisme u est surjetif.
Autrement dit, tout G¯X-torseur sur X¯ de orps des modules k est déni sur k.
De et énoné, on extrait les onséquenes suivantes:
Proposition 2. Le orps k, le shéma X et le groupe G étant omme indiqués dans
l'énoné préédent, on a la suite longue de ohomologie (toujours déduite de la suite
spetrale de Leray):
0 −→ H1 (k,G) −→ H1 (X,GX)
u
−→ H1
(
X¯, G¯X
)Γ δ1
−→ H2 (k,G)
v
−→ H2 (X,GX)
tr −→ H1
(
k,H1
(
X¯, G¯X
)) δ2
−→ H3 (k,G)
où H2 (X,GX)
tr = ker
{
H2 (X,GX)→ H
2
(
X¯, G¯X
)}
. Supposons que X possède un point
k-rationnel. Alors:
(i) les suites:
0 −→ H1 (k,G) −→ H1 (X,GX)
u
−→ H1
(
X¯, G¯X
)Γ
−→ 0
et
0 −→ H2 (k,G)
v
−→ H2 (X,GX)
tr −→ H1
(
k,H1
(
X¯, G¯X
))
−→ 0
sont exates;
(ii) le morphisme H3 (k,G) −→ H3 (X,GX) est injetif ('est l'edge: E
3,0
2 → E
3
).
Dans le as partiulier où G = Gm,k, on a alors:
(Gm-i) tout bré en droites sur X¯ de orps des modules k est déni sur k;
(Gm-ii) la suite :
0 −→ Br k −→ BrtrX −→ H1
(
k,Pi X¯
)
−→ 0
est exate;
(Gm-iii) le morphisme H3 (k,Gm) −→ H3 (X,Gm,X) est injetif.
XIV INTRODUCTION
Signalons que e résultat est onnu de longue date, puisqu'à peu de hoses près,
l'énoné de ette proposition est elui du lemme 6.3 de [Sa81℄. Notons aussi que la
ondition G¯X
(
X¯
)
= G¯
(
k¯
)
est remplie, lorsque G est de type multipliatif, si X est tel
que k¯ [X ]∗ = k¯∗. Les k-variétés satisfaisant ette dernière ondition onstituent d'ailleurs,
pour iter Skorobogatov une lasse raisonnable de variétés pour lesquels les méthodes de
desente fontionnent bien (f. [Sk99℄ p.407). Cependant, toutes les variétés ne satisfont
pas ette ondition, et il est très instrutif de regarder e qui arrive sur un exemple (dû
à J.-L. Colliot-Thélène et O. Gabber) de variété pour laquelle l'obstrution abélienne ne
tient pas. Plus préisément, nous étudions une variété X , telle que k¯ [X ]∗ = k¯∗ ⊕ Z,
possédant un point k-rationnel, mais telle que le morphisme:
Pi X −→
(
Pi X¯
)Γ
n'est pas surjetif.
Il est également intéressant de remarquer que l'absene de point rationnel n'est pas
une obstrution à la desente des torseurs en général
3
. Conrètement, d'après [CTS87℄,
la desente des G¯X -torseurs (G étant abélien) sur X¯ est possible dès que X possède des
points adéliques d'un ertain type (e qui est plus faible que de demander l'existene de
points rationnels). Nous verrons que les variétés dont l'obstrution de Brauer-Manin est
nulle ont justement des points adéliques de e type.
Chapitre 3: l'objet de e hapitre est de s'inspirer du as abélien pour obtenir une
obstrution non-abélienne à l'existene de point rationnel. Bien entendu, il n'est plus
question d'utiliser des suites spetrales, et il ne subsiste de la suite exate à 5 termes (1)
que la suite exate au sens des ensembles pointés:
0 −→ H1 (k, π∗GX) −→ H
1 (X,GX)
u
−→ H1
(
X¯, G¯X
)Γ
Pour espérer prolonger ette suite et obtenir un analogue de la suite à 5 termes dans le
as non-abélien, on dénit, pour tout P¯ → X¯ représentant une lasse dans H1
(
X¯, G¯X
)Γ
sa gerbe des modèles, notée D
(
P¯
)
. C'est une gerbe sur k, dont la neutralité est néessaire
et susante pour que P¯ soit déni sur k (ou enore pour que P¯ ait un modèle sur X).
La diulté est évidemment que ette gerbe ne représente en général pas une lasse
de H2 (k,G), ni même de H2 (k, lien G′), où G′ serait une k-forme de G. Le lemme
suivant, qui est trivial mais d'une importane apitale, explique en partie l'origine de
ette diulté:
Lemme fondamental 3. Soient S un shéma, GS un shéma en groupes sur S, et P
un GS-torseur sur S. Alors adGS (P ) est une S-forme intérieure de GS; autrement dit:
adGS (P ) représente une lasse de H
1 (S, Int GS) .
En partiulier, si GS est abélien, alors:
adGS (P ) ≈ GS
3
I.e. la réiproque du théorème 1 est fausse en général.
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Malgré ela, nous montrons que l'existene d'un point k-rationnel x sur X entraîne
justement la neutralité de D
(
P¯
)
, lorsque l'on fait l'hypothèse supplémentaire:
Condition (⋆P¯ ): En notant G
′ = adGX¯
(
P¯
)
et x¯ un point géométrique assoié au
point k-rationnel x, on a:
H0
(
X¯, G′
)
= H0
(
k¯, G′x¯
)
qui est l'analogue non-abélien de la ondition:
G¯X
(
X¯
)
= G¯
(
k¯
)
Sous ette hypothèse, on a le résultat suivant:
Théorème 4. Soient X un k-shéma, et G un k-groupe linéaire, et P¯ → X¯ un GX¯-
torseur de orps des modules k. On suppose que X possède un point k-rationnel x, et on
suppose satisfaite la ondition suivante:
Condition (⋆P¯ ): En notant G
′ = adGX¯
(
P¯
)
et x¯ un point géométrique assoié au
point k-rationnel x, on a:
H0
(
X¯, G′
)
= H0
(
k¯, G′x¯
)
Alors P¯ → X¯ est déni sur k.
D'autre part, de nombreux obstales se présentent lorsque l'on herhe à obtenir des
informations préises sur le lien de la gerbe des modèles d'un torseur. Cependant, dans le
as où le groupe G est ni, on retrouve l'énoné suivant, à rapproher de elui de Harari
et Skorobogatov [HS02℄, théorème 2.5 et setion 3.1:
Théorème 5. Soient k un orps de aratéristique nulle, X un k-shéma géométrique-
ment onnexe, et G un k-groupe ni. Si X (k) 6= ∅, alors tout G¯X-torseur sur X¯ de orps
des modules k est déni sur k.
Enn, nous essayons d'expliquer e qui empêhe d'obtenir une desription préise du
lien de D
(
P¯
)
, et e qui empêhe don a priori de raner les énonés préédents. Nous
étudierons aussi e qui se passe si l'on n'impose plus la ondition orps des modules sur les
torseurs que l'on herhe à desendre. Préisément, on peut toujours assoier à un torseur
P¯ sur X¯ représentant une lasse dans H1
(
X¯, G¯X
)
sa gerbe des modèles, mais elle-i n'est
plus néessairement une k-gerbe. De fait, 'est une kP¯ -gerbe, où kP¯ désigne le orps des
modules
4
de P¯ . Le torseur P¯ représente un point ξP¯ du k-hamp π∗Tors (X,GX) obtenu
à partir de la gerbe des GX -torseurs sur X par image direte via le morphisme strutural
π : X → Spe k. Ce hamp joue le rle de hamp des modules grossiers pour les G¯X -
torseurs sur X¯ , et on a une interprétation en termes de gerbe résiduelle pour D
(
P¯
)
.
En utilisant la terminologie de Giraud, on peut également interpréter D
(
P¯
)
omme une
4
C'est la plus petite extension étale L de k telle que:
σP¯ ≈ P¯ , ∀ σ ∈ Gal
(
k¯/L
)
.
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setion au-dessus de l'ouvert (Spe kP¯ → k) du faiseau des sous-gerbes maximales du k-
hamp π∗Tors (X,GX). Nous essayons d'expliquer le lien entre es deux façons d'aborder
les hoses. Il nous semble que le diagramme ommutatif i-dessous résume assez bien la
situation:
D
(
P¯
)

 i //
π

π∗Tors (X,GX)
[•]

Spe kP¯
[P¯ ]
// R1π∗GX
Dans e diagramme, on a noté:
• π : D
(
P¯
)
−→ Spe kP¯ le morphisme strutural de la gerbe des modèles de P¯ ;
• i : D
(
P¯
)
−→ π∗Tors (X,GX) désigne le monomorphisme anonique (rendu expliite
dans le hapitre 3);
• [•] : π∗Tors (X,GX) −→ R
1π∗GX est déni en envoyant une setion du hamp
π∗Tors (X,GX), i.e. un GXL-torseur TL → XL sur sa lasse d'isomorphie [TL];
• enn, le hoix de P¯ donne naissane à un point de R1π∗GX à valeurs dans Spe kP¯ ;
'est e point que nous avons noté
[
P¯
]
.
Chapitre 4: les espaes homogènes sur un orps sont un exemple de variétés pour
lesquelles l'existene de points rationnels a été et est enore partiulièrement étudié; un
problème soure de nombreuses ativités est elui de la validité du prinipe de Hasse.
Plus préisément, il serait intéressant de savoir si l'obstrution de Brauer-Manin est la
seule pour les espaes homogènes sous l'ation d'un groupe linéaire G ave isotropie H .
D'après Sansu [Sa81℄, on sait déjà que 'est le as pour les torseurs sous des groupes
onnexes (i.e. G onnexe et H = {1}), et d'après Borovoï [Bo96℄ 'est aussi le as pour
des espaes homogènes sous des groupes onnexes ave isotropie onnexe, ou pour des
espaes homogènes sous des groupes simplement onnexes ave isotropie abélienne nie.
Pour xer les idées, onsidérons un orps de nombres k, et H un sous-groupe de SLn.
L'obstrution à e qu'un k-espae homogène V sous SLn ave isotropie H possède un
point k-rationnel est mesurée par une gerbe G sur k, loalement liée par H ; la neutralité
de G (i.e. l'existene d'un point k-rationnel sur G) est équivalente à l'existene d'un point
k-rationnel sur V . Or la même gerbe G peut orrespondre à plusieurs espaes homogènes.
D'où l'idée, dans un soui d'éonomie, de travailler diretement ave les gerbes plutt
qu'ave les espaes homogènes.
Dans e hapitre, fruit d'un travail en ommun ave Jean-Claude Douai et Mihel
Emsalem, on ommene don par dénir l'obstrution de Brauer-Manin d'une gerbe
5
. On
montre que pour tout k-espae homogène V sous SLn (ou n'importe quel autre groupe
semi-simple simplement onnexe) ave isotropie nie, on a:
mH (V ) = mH (GV )
5
Pour des raisons tehniques, on doit onsidérer des gerbes qui sont des hamps de Deligne-Mumford,
e qui n'est pas gênant dans nos appliations, puisque le as intéressant est justement elui où l'isotropie
est nie.
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où GV est la gerbe des trivialisations de V (pour faire le lien ave les travaux de Springer,
'est aussi l'obstrution à e que V soit dominé par un k-torseur sous SLn; mais un tel
torseur est toujours trivial). On obtient, grâe à ette obstrution, une nouvelle interpré-
tation du théorème de Tate-Poitou (quand H est abélien ni), et un demi-théorème de
Tate-Poitou lorsque H est non-abélien ni.

Notations
Etant donné un orps k, nous appellerons k-groupe algébrique un k-groupe algébrique
linéaire, et k-groupe algébrique rédutif un k-groupe algébrique rédutif et onnexe.
Pour tout orps k et tout k-shéma Y , nous noterons Y (k) l'ensemble des points k-
rationnels de Y . Pour toute extension L de k, Y (L) désignera l'ensemble des points de
Y à valeurs dans Spe L.
Si Y est un shéma et G un shéma en groupes (resp. un shéma en groupes abéliens)
sur Y , nous noterons H0 (Y,G) et H1 (Y,G) (resp. H i (Y,G), i ≥ 0) les ensembles (resp.
les groupes) de ohomologie étale H0e´t (Y,G) et H
1
e´t (Y,G) (resp. H
i
e´t (Y,G), i ≥ 0), où G
est identié au faiseau de groupes qu'il représente sur le site étale de Y .
Soient k un orps de aratéristique nulle, k¯ une lture algébrique de k, Γ = Gal
(
k¯/k
)
,
π : X → Spe k un k-shéma, et G un k-groupe algébrique. Soit enore P¯ → X¯ un G¯X -
torseur (G¯X =
(
G×
Spe k Spe k¯
)
×
Spe k¯ X¯). Nous dirons que e torseur est de orps
des modules k lorsque P¯ → X¯ représente une lasse de H1
(
X¯, G¯X
)Γ
(notons que ette
appellation représente un abus par rapport à la dénition usuelle de orps des modules
dans la théorie des revêtements; ave elle-i en eet, la ondition
[
P¯
]
∈ H1
(
X¯, G¯X
)Γ
assure seulement que le orps des modules de P¯ → X¯ est inlus dans k).
Lorsque C est une atégorie, nous noterons Ob (C) la lasse de ses objets. Etant donnés
deux objets A et B de C, nous noterons HomC (A,B) la lasse des morphismes (ou des
èhes) de C entre A et B. Si de plus C est un groupoïde, IsomC (A,B) désignera la
lasse des isomorphismes de C entre A et B. Nous onviendrons que la atégorie vide est
un groupoïde. Enn, nous noterons Ens (resp. Gr, resp. Ab, resp. FAGR (Y ), resp.
FAGRAB (Y )) la atégorie des ensembles (resp. des groupes, resp. des groupes abéliens,
resp. des faiseaux de groupes sur le site étale de Y , resp. des faiseaux de groupes
abéliens sur le site étale de Y ).

2 NOTATIONS
Chapter 1
Champs et gerbes
Dans e hapitre, nous rappelons les notions de site et de topos, qui fournissent une
généralisation de la notion d'espae topologique. Cette généralisation permet omprendre
pourquoi les problèmes évoqués dans l'introdution (desente de torseurs ou de revête-
ments, banalisation d'une algèbre d'Azumaya,. . . ) sont de même nature, dans le sens où
on peut tous les interpréter omme des problèmes de reollement, moyennant le hoix
d'un site idoine.
Notons tout de suite que nous nous réduirons très vite en pratique au site étale d'un
shéma (qui sera d'ailleurs souvent le site étale d'un orps). Cette restrition est motivée
d'une part par le fait que notre problème entral apparaît naturellement omme un prob-
lème de desente sur le site étale d'un orps, et d'autre part pare que la manipulation
des hamps et des gerbes est assez déliate et lourde sur des sites généraux.
On dispose sur les sites (et sur les topoï, qui sont des sites partiuliers) des mêmes ob-
jets et outils que sur les espaes topologiques. En partiulier, on a une notion de faiseau,
et la deuxième setion est onsarée à l'étude de faiseaux partiuliers: les torseurs (sur
le site étale d'un shéma), qui jouent un des premiers rles dans e travail. Les exemples
de torseurs sont nombreux dans la nature, aussi bien en Géométrie Algébrique (e.g : les
brés vetoriels de rang n sur une variété algébrique X sont les GLn,X-torseurs
1
sur
le site de Zariski de X) qu'en Arithmétique (e.g : les algèbres simples entrales d'indie
n sur un orps K sont les PGLn-torseurs sur le site étale de K). Après avoir rappelé
quelques-unes de leurs propriétés, nous onstaterons ave dépit le manque de struture
de l'ensemble des lasses d'isomorphie de G-torseurs, lorsque G n'est pas abélien. Ce
manque de struture peut toutefois être partiellement omblé en symétrisant la situation,
via les bitorseurs. En antiipant un peu, disons que les bitorseurs sont partiulièrement
bien adaptés à notre problème entral, puisque, dans un sens que nous préiserons dans
le hapitre III, ils permettent de ne pas perdre d'informations.
Munis de es outils, on peut enn donner la notion de gerbe, dont nous verrons
qu'elle est très fortement liée à elles de torseur et de bitorseur. Il est impossible
de parler de gerbes sans évoquer les hamps, e qui justie les rappels sur les até-
gories brées, les préhamps. . . Pour avoir un premier aperçu de e que peuvent être les
gerbes, nous dérivons ensuite elles qui sont assoiées aux divers problèmes évoqués dans
l'introdution. Enn, nous rappelons les dénitions de lien et de 2-ohomologie à valeurs
1
Ce n'est pas tout-à fait vrai: pour être préis, le même ensemble H1 (X,GLn,X) peut être interprété
soit omme l'ensemble des lasses d'isomorphie de GLn,X -torseurs sur X , soit omme l'ensemble des
lasses d'isomorphie de brés vetoriels de rang n sur X .
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dans un lien. Dans leur érasante majorité, les propriétés onernant les gerbes que nous
rappelons ii sont issues de [Gi66℄ et [Gi71℄, mais elles sont peut-être rendues un peu plus
expliites par notre hoix de sites partiuliers.
1.1 Sites et topoï
Comme nous venons de le signaler, les sites (et les topoï) généralisent les espaes
topologiques
2
. Grossièrement, un site est une atégorie munie d'une topologie, et plus
préisément:
Dénition 1.1.1. Soit C une atégorie. Pour tout objet U de C, on se donne des familles
de morphismes, et on note Cov (C) la réunion de es familles. On dit que Cov (C) est une
topologie de Grothendiek si les onditions suivantes sont satisfaites:
(TG 1) Si U
φ
→ V est un isomorphisme, alors φ ∈ Cov (C).
(TG 2) (Caratère loal). Si
(
Tα
φα
−→ T
)
α
est une famille dans Cov (C), et si pour tout
indie α,
(
Uαβ
φαβ
−−→ Tα
)
β
est une famille de Cov (C), alors la famille
(
Uαβ
φα◦φαβ
−−−−→ T
)
αβ
obtenue par omposition, appartient à Cov (C).
(TG 3) (Stabilité par hangement de base). Si
(
Tα
φα
−→ T
)
α
est une famille dans Cov (C),
et si V est un objet de C sur3 T , alors les produits brés Tα ×T V existent dans
C, et la famille
((φα)V : Tα ×T V → V )α
appartient à Cov (C).
On appelle site une atégorie munie d'une topologie de Grothendiek.
Exemple 1.1.2. Le site OuvX assoié à un espae topologique X : on note Ouv la até-
gorie dont les objets sont les ouverts de X , et dont les morphismes sont les inlusions. On
hoisit pour tout ouvert U de X la famille de toutes les familles d'ouverts (Vi →֒ U)i∈I
dont la réunion est égale à U . On note Cov (Ouv) la réunion de toutes es familles; alors
Cov (Ouv) est une topologie de Groethendiek sur Ouv; en eet, les trois propriétés de la
dénition se traduisent dans et exemple de la façon suivante:
2
An d'illustrer ette armation, itons Grothendiek ([Gr58℄, p.301):  [. . .]la notion de topos, dérivé
naturel du point de vue faiseautique en Topologie, onstitue un élargissement substantiel de la notion
d'espae topologique, englobant un grand nombre de situations qui autrefois n'étaient pas onsidérées
omme relevant de l'intuition topologique. Le trait aratéristique de telles situations est qu'on y dispose
d'une notion de loalisation, notion qui est formalisée préisément par la notion de site et, en dernière
analyse, par elle de topos[. . .].
3
I.e: il existe un morphisme de domaine V et de odomaine T .
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(TG 1) Le singleton
{
U
id
−→ U
}
onstitue un reouvrement ouvert de U ;
(TG 2) Un reouvrement ouvert d'un reouvrement ouvert est un reouvrement ouvert;
(TG 3) Si (Uα)α est un reouvrement ouvert d'un ouvert U , et si V est un ouvert inlus
dans U , alors4 (Uα ∩ V )α est un reouvrement ouvert de V .
Par suite OuvX = (Ouv,Cov (Ouv)) est un site. En partiulier, si on prend pour espae
topologique X un shéma, muni de la topologie de Zariski, on obtient le site de Zariski
de X , noté X
Zar
.
Exemple 1.1.3. Le site (Sch): 'est la atégorie des shémas, munie de la topologie
de Grothendiek pour laquelle une famille
(
Sα
φα
−→ S
)
α
est ouvrante (i.e. est dans
Cov (Sch)) si et seulement si elle est surjetive. Il est de nouveau immédiat (moyennant
l'existene du produit bré dans la atégorie des shémas, qui elle, n'est pas immédiate,
f. [EGA1℄ 3.2.1. . . ) que les propriétés (TG 1), (TG 2) et (TG 3) sont vériées.
Exemple 1.1.4. Le site Se´t des shémas étales sur un shéma S: 'est la atégorie
(Et/S) des S-shémas étales (S étant un shéma quelonque), munie de la topologie de
Grothendiek pour laquelle une famille de morphismes étales est ouvrante si et seulement
si elle est surjetive. Les propriétés (TG 1), (TG 2) et (TG 3) sont vériées, ar l'identité
est un morphisme étale, et le aratère étale est stable par omposition et par hangement
de base (f. [Mi80℄ proposition I.3.3). On appelle e site le site étale de S, et on le note
Se´t.
Dans le as partiulier où S est le spetre d'un orps k, on obtient le site étale de k:
un objet de (Spe k)e´t est une k-algèbre étale, 'est-à-dire une k-algèbre isomorphe à un
produit d'extensions séparables nies de k.
Dénition 1.1.5. Soient S = (C,Cov (C)) et S ′ = (C′,Cov (C′)) deux sites. On appelle
morphisme de sites la donnée d'un fonteur F : C → C′ satisfaisant les propriétés
suivantes:
(i) Si
(
Uα
φα
−→ U
)
α
est une famille de Cov (C), alors
(
F (Uα)
F (φα)
−−−→ F (U)
)
α
est une
famille de Cov (C′);
(ii) Si
(
Uα
φα
−→ U
)
α
est une famille de Cov (C) et si V → U est un morphisme (dans la
atégorie C), alors le morphisme anonique:
F (Uα ×U V ) −→ F (Uα)×F (U) F (V )
est un isomorphisme pour tout indie α.
Exemple 1.1.6. Soient X et Y deux espaes topologiques. Une appliation ontinue
f : X → Y induit évidemment un morphisme de sites:
F : OuvY −→ OuvX
4
Dans ette atégorie, le produit bré n'est autre que l'intersetion.
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le fonteur F assoiant à un ouvert U ⊂ Y (resp. à l'inlusion V →֒ U ⊂ Y ) l'ouvert
f−1 (U) ⊂ X (resp. l'inlusion f−1 (V ) →֒ f−1 (U) ⊂ X).
Exemple 1.1.7. Soit f : Y → S un morphisme de shémas. On peut lui assoier un
morphisme de sites (f. [SGA4-VII℄ 1.4):
fe´t : Se´t −→ Ye´t
déni en assoiant à un ouvert étale (S ′ → S) de S l'ouvert étale de Y obtenu par hange-
ment de base:
Y ×S S
′ −→ Y
Dénition 1.1.8. Soit S = (C,Cov (C)) un site. On appelle préfaiseau d'ensembles
(resp. de groupes,. . . ) sur S un fonteur:
P : C0 −→ Ens (resp. Grp,. . . )
On appelle faiseau d'ensembles (resp. de groupes,. . . ) sur S un préfaiseau satis-
faisant la ondition suivante: pour toute famille (Uα → U)α de Cov (C), le diagramme:
F (U) //
∏
αF (Uα)
////
∏
α,β F (Uα ×U Uβ)
est exat.
Exemple 1.1.9. Dans la situation usuelle où X est un espae topologique, un faiseau
d'ensembles au sens usuel sur X est un faiseau d'ensembles sur le site OuvX (f. exemple
1.1.2).
Nous donnons maintenant quelques exemples de faiseaux que nous utiliserons dans
les appliations. Il s'agit de faiseaux sur le site étale d'un shéma S; pour plus de détails
onernant les propriétés de es faiseaux, nous renvoyons à [Mi80℄ ou [Tam94℄.
Exemple 1.1.10. Le faiseau Ga,S : 'est le faiseau dont le groupe des setions au-dessus
d'un ouvert étale (S ′ → S), noté simplement Ga,S (S ′) est:
Ga,S (S
′) = Γ (S ′,OS′) = OS′ (S
′)
Le faiseau Ga,S est appelé le groupe additif de S.
Exemple 1.1.11. Le faiseau Gm,S est le faiseau dont le groupe des setions au-dessus
d'un ouvert étale (S ′ → S), noté Gm,S (S
′) est ette fois onstitué des fontions inversibles
dénies globalement sur S ′:
Gm,S (S
′) = Γ (S ′,O∗S′) = O
∗
S′ (S
′)
Le faiseau Gm,S est appelé le groupe multipliatif de S.
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Exemple 1.1.12. Le faiseau µn,S est le faiseau des raines n-ièmes de l'unité. Les
setions de elui-i au-dessus d'un ouvert étale (S ′ → S) sont données par:
µn,S (S
′) = {f ∈ O∗S′ (S
′) /fn = 1}
Exemple 1.1.13. On peut assoier à tout S-shéma Y un faiseau, noté temporairement
FY , de la manière suivante: pour tout ouvert étale (S
′ → S), on prend omme setions
de FY :
FY (S
′) = HomS (S
′, Y )
Un faiseau F sur Se´t est dit représentable s'il existe un S-shéma Y tel que F = FY .
Les trois préédents exemples de faiseaux sont justement représentables:
• le faiseau Ga,S est représenté par le shéma:
Spe Z [T ]×
Spe Z S
• le faiseau Gm,S est représenté par le shéma:
Spe Z
[
T, T−1
]
×
Spe Z S
• et enn, le faiseau µn,S est représenté par le shéma:
Spe
(
Z [T ]
(T n − 1)
)
×
Spe Z S
Dans nos appliations, nous onsidèrerons un k-groupe algébrique G, et un k-shéma
X . Nous noterons GX le produit bré de X et de G au-dessus de Spe k:
GX //

G

X π
//
Spe k
D'après e qui préède, le k-groupe algébrique G (resp. le X-shéma en groupes GX)
représente un faiseau sur le site étale de k (resp. de X). Nous identierons souvent G
et GX ave les faiseaux qu'ils représentent.
On dispose évidemment d'une notion de morphisme de (pré)faiseaux au-dessus d'un
site S donné. Il est non moins évident que les faiseaux d'ensembles sur S et les mor-
phismes entre ieux onstituent une atégorie, que l'on note S˜.
Nous onluons ette première setion en introduisant la notion de topos [SGA4-IV℄:
Dénition 1.1.14. On appelle topos une atégorie T telle qu'il existe un site S telle
que T soit équivalente à la atégorie S˜ des faiseaux d'ensembles sur S.
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Le prinipal topos auquel nous nous intéresserons dans e travail est le topos étale
d'un shéma S, noté S˜e´t: 'est le topos des faiseaux d'ensembles sur le site étale de S.
Nous renvoyons à [SGA4-VII℄ pour une étude approfondie des topoï étales des shémas.
Faisons juste une remarque fontorielle: soit:
f : Y −→ S
un morphisme de shémas. On a vu dans l'exemple 1.1.7 que f induit un morphisme de
sites:
fe´t : Ye´t −→ Se´t
orrespondant au fonteur:
f−1 : (S ′ → S) (Y ×S S
′ → Y )
qui assoie à un ouvert étale de S l'ouvert étale de Y obtenu par hangement de base.
Alors f induit également un morphisme entre les topos étales de Y et de S:
f˜e´t : Y˜e´t −→ S˜e´t
Le morphisme f˜e´t assoie à tout faiseau d'ensembles sur le site étale de Y le faiseau sur
le site étale de S obtenu par image direte grâe à f .
Notation 1.1.15. Dans nos appliations, le shéma de base S sera souvent X ou Spe k.
Pour alléger un peu la terminologie, nous dirons simplement, lorsque le ontexte est lair,
faiseau sur X (resp. sur k) au lieu de faiseau d'ensembles sur le site étale de X
(resp. de Spe k). D'ailleurs, plus généralement nous parlerons de préhamp, hamp,
gerbe. . . sur un shéma S (resp. sur un orps k) pour désigner un préhamp, un hamp,
une gerbe. . . sur le site étale de S (resp. sur le site étale de Spe k).
1.2 Torseurs
Nous nous limitons aux torseurs sur le site étale d'un shéma et nous renvoyons au
hapitre III de [Gi71℄ pour l'étude des torseurs sur un site général.
Dénition 1.2.1. Soient S un shéma et GS un shéma en groupes sur S. Un GS-
torseur à droite sur S est un faiseau P sur S, muni d'une ation à droite du faiseau
de groupes GS, tel que:
il existe un reouvrement étale (Si → S)i∈I tel que l'ensemble P (Si) soit prinipal
homogène sous l'ation du groupe GS (Si), pour tout i ∈ I.
Un morphisme ϕ : P → P ′ de GS-torseurs est un morphisme de faiseaux GS-
équivariant. Etant donné un GS-torseur P , on note:
adGS (P )
le faiseau des automorphismes du GS-torseur P .
Enn on note:
EHP (GS/S)
l'ensemble des lasses d'isomorphie de GS-torseurs sur S.
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Remarque 1.2.2. Rappelons que d'après nos onventions et notations:
• P (Si) (resp. GS (Si)) désigne l'ensemble (resp. le groupe) des setions du faiseau
P (resp. GS) au-dessus de l'ouvert étale (Si → S);
• le S-shéma en groupes GS est identié au faiseau de groupes qu'il représente;
• la loution P est un faiseau sur S est mise pour P est un faiseau d'ensembles
sur le site étale de S.
Remarque 1.2.3. On peut évidemment dénir de la même manière les GS-torseurs à
gauhe. Notons que par la suite, nous appellerons simplement GS-torseur un GS-torseur
à droite. Les GS-torseurs sur S et leurs morphismes onstituent une atégorie, que l'on
note Tors (S,GS).
Après ette dénition faiseautique de torseur, notons que l'on dispose, moyennant
des hypothèses très raisonnables sur le shéma GS, d'une interprétation géométrique de
es objets. Plus préisément:
Proposition 1.2.4. Soit S un shéma, et GS un shéma en groupes ane sur S. Alors
tout GS-torseur sur S est représentable par un shéma.
Preuve: 'est le (a) du théorème III.4.3 de [Mi80℄.

En partiulier, dans la situation de notre problème entral (f. page XI), les GX -
torseurs sont représentables. En eet, du fait que G est un k-groupe algébrique linéaire,
le morphisme strutural:
G −→ Spe k
est ane. Il s'ensuit que le morphisme:
GX −→ X
l'est aussi, le aratère ane étant stable par hangement de base quelonque (f. [EGA1℄
I.9.1.16).
Donnons maintenant quelques exemples de torseurs:
Exemple 1.2.5. Etant donnés un shéma S et un S-shéma en groupes GS, on appelle
GS-torseur trivial et on note GS,d le GS-torseur obtenu en faisant opérer GS sur lui-même
à droite par translations. Par dénition même, tout GS-torseur est isomorphe à GS,d,
loalement pour la topologie étale sur S. En ontinuant d'enfoner des portes ouvertes,
il s'ensuit que deux GS-torseurs sont toujours loalement isomorphes pour la topologie
étale.
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Exemple 1.2.6. Ave les mêmes notations que i-dessus, on peut assoier naturellement à
toutGS-torseur (à droite) P un adGS (P )-torseur à gauhe, le faiseau des automorphismes
(GS-équivariants) de P opérant à gauhe sur P de manière évidente. Nous reviendrons
sur ette remarque dans la setion onernant les bitorseurs.
Exemple 1.2.7. Les lasses d'isomorphie de Gm,S-torseurs (resp. de GLn,S-torseurs) sur
S oïnident ave les lasses d'isomorphie de brés en droites (resp. de brés vetoriels
de rang n) sur S.
Exemple 1.2.8. Soient n un entier ≥ 2 et k un orps quelonque. On peut assoier au
groupe Z/nZ un faiseau de groupes sur la droite projetive P1k (faiseau onstant). Un
Z/nZ-torseur sur P1k est alors un revêtement étale de la droite projetive de groupe Z/nZ.
En vue de nos appliations, il est évidemment indispensable de disposer d'un moyen
de aluler pratiquement l'ensemble EHP (GS/S). Ce moyen est fourni par l'énoné i-
dessous, qui est un as partiulier du orollaire III.4.7 de [Mi80℄:
Proposition 1.2.9. Soient k un orps de aratéristique nulle, G un k-groupe algébrique
linéaire, et X un k-shéma. Alors les ensembles EHP (GX/X) et H
1
e´t (X,GX) sont en
bijetion.
L'exemple i-dessous est une appliation de ette proposition aux algèbres simples
entrales et aux variétés de Severi-Brauer.
Exemple 1.2.10. Soit S un shéma. Rappelons que l'on appelle algèbre d'Azumaya sur
S un faiseau de OS-algèbres A, pour lequel il existe un reouvrement étale (Si → S)i∈I
de S tel que pour tout i ∈ I, il existe un entier ni tel que:
A⊗OS OSi ≈Mni (OSi)
Il revient au même (d'après le thm. 5.1 p.57 de [Gr68℄) de dire que A est une OS-algèbre
loalement libre telle que:
(i) pour tout point s de S, A⊗OS,s k (s) est une algèbre simple entrale;
(ii) le morphisme naturel A⊗OSA
opp → EndOS (A) est un isomorphisme de OS-algèbres.
Nous appellerons algèbre d'Azumaya d'indie n une algèbre d'Azumaya pour lesquels
tous les ni de la dénition i-dessus sont égaux à n. Qu'une algèbre d'Azumaya d'indie n
sur un shéma S soit un PGLn,S-torseur sur S déoule de l'énoné suivant, qui généralise
aux shémas le lemme de Skolem-Noether:
Théorème 1.2.11 (Auslander-Goldman, [Gr68℄). Soit A une algèbre d'Azumaya sur
S, u un automorphisme de A. Alors, loalement pour la topologie étale, u est intérieur,
i.e. de la forme:
u (s) = asa−1
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où a est une setion inversible de A, déterminée d'ailleurs de façon unique modulo multi-
pliation par une setion de O∗S. De manière équivalente, le shéma des automorphismes
de l'algèbre assoiativeMn (OS) est anoniquement isomorphe au groupe projetif PGLn,S.
Dans le as partiulier où S = Spe k, on retrouve la dénition d'algèbre simple
entrale: une algèbre d'Azumaya d'indie n sur k est une algèbre simple entrale d'indie
n, soit une k-forme de l'algèbre de matries Mn. D'après la proposition 1.2.8, l'ensemble
des lasses d'isomorphie de k-algèbres simples entrales est en bijetion ave l'ensemble
H1e´t (k, PGLn). Remarquons alors que les multiples faettes de PGLn fournissent des
interprétations diérentes de et ensemble. Expliitement, omme:
PGLn = Aut Mn = Int SLn = Aut P
n−1
on en déduit une orrespondane entre les k-formes de Mn, elles de Pn−1 et les k-formes
intérieures de SLn:
{k-algèbres simples entrales d'indie n}
OO

{k-formes intérieures de SLn}OO

{Variétés de Severi-Brauer de dimension n− 1}
Exemple 1.2.12. Suivant la remarque 2.1 de [SGA4-VII℄, lorsque G est un groupe om-
mutatif ordinaire (i.e. G est un faiseau onstant), on érira simplement H1 (X,G) au
lieu de H1 (X,GX). Si par exemple G est abélien ni, alors H
1 (X,G) est l'ensemble des
lasses d'isomorphie de G-revêtements galoisiens, pour lesquels les problèmes de desente
ont été largement étudiés dans [DD87℄ et [DD97℄. Lorsque X est onnexe et muni d'un
point géométrique x, on a l'isomorphisme anonique:
H1 (X,G) = Hom (Π1 (X, x) , G)
Exemple 1.2.13. Pour faire le lien ave la terminologie de Springer ([Sp66℄), disons
enore que si G est un k-groupe algébrique, les G-torseurs sur k sont évidemment des
k-espaes homogènes ave isotropie triviale.
Le résultat suivant, qui onerne les faiseaux d'automorphismes des torseurs, est assez
évident mais d'une importane apitale pour omprendre la diérene entre les hapitres
2 et 3 (i.e. entre les situations abélienne et non-abélienne):
Lemme fondamental 1.2.14. Soient S un shéma, GS un shéma en groupes sur S,
et P un GS-torseur sur S. Alors adGS (P ) est une S-forme intérieure de GS; autrement
dit:
adGS (P ) représente une lasse de H
1 (S, Int GS) .
En partiulier, si GS est abélien, alors:
adGS (P ) ≈ GS
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Preuve: par dénition, il existe un reouvrement étale (Si → S) trivialisant P . On
hoisit alors une setion pi de P|Si , pour tout i ∈ I.
Pour tout (i, j) ∈ I × I, on note Sij le shéma Si×S Sj. Du fait que l'ation de GS |Sij
sur P|Sij est simplement transitive
5
, il existe γij ∈ GS (Sij) tel que:
pj |Sij = pi|Sij .γij
(la famille (γij)i,j est justement un 1-oyle représentant la lasse de P dans H
1 (S,GS)).
An de ne pas surharger les notations, nous abandonnons à partir de maintenant les
indies  |Sij  . Nous réérivons don l'égalité préédente:
pj = pi.γij (E1)
Soit maintenant f un automorphisme de P . Comme f est GS-équivariante:
∃ gi ∈ GS (Si) tel que : f (pi) = pi.gi, ∀ i ∈ I.
Pour tout (i, j) ∈ I × I, on obtient, en utilisant la relation (E1):
f (pj) = pj .gj = pi.γij gj (E2)
D'autre part en utilisant la relation (E2) et la GS-équivariane de f , on a:
f (pj) = f (pi.γij) = f (pi) .γij = pi.gi γij (E3)
En omparant les relations (E2) et (E3) et en utilisant une nouvelle fois la simple
transitivité de l'ation, on obtient:
gi γij = γij gj
soit nalement:
gi = γij gj γ
−1
ij = onj (γij) (gj)
Notons tout de suite qu'il est immédiat que la famille (onj (γij))i,j est un 1-oyle à
valeurs dans Int GS, puisque (γij)i,j est un 1-oyle à valeurs dans GS.
De plus, la relation i-dessus traduit le fait que le faiseau adGS (P ) est la donnée
des faiseaux loaux GS |Si reollés au-dessus des Sij par les automorphismes intérieurs
onj (γij). Autrement dit, 'est une S-forme intérieure de GS.

Dans la suite, nous aurons besoin de onnaître l'inuene d'un morphisme de shémas
(plus préisément l'inuene du morphisme strutural π : X → Spe k) sur les torseurs;
'est l'intérêt de l'énoné suivant:
Lemme 1.2.15. Soient k un orps de aratéristique nulle, X un k-shéma, π : X →
Spe k le morphisme strutural, G un k-groupe algébrique linéaire, et P (resp. Q) un
GX-torseur (resp. un G-torseur) sur X (resp. sur Spe k). Alors:
5
Cet abus de langage signie en fait que le groupe GS (S
′) opère simplement transitivement (à droite,
d'après nos onventions sur les torseurs) sur l'ensemble P (S′), pour tout Sij-shéma étale S
′
.
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(i) le faiseau image direte π∗P est un π∗GX-pseudo-torseur sur Spe k;
(ii) si G¯X
(
X¯
)
= G¯
(
k¯
)
, alors π∗P est un G-pseudo-torseur sur Spe k;
(iii) le faiseau image inverse π∗Q est un π∗G-torseur sur X.
Preuve: pour le point (i), il sut de prouver que pour toute extension étale L de k,
l'ensemble π∗P (Spe L→ Spe k) est vide ou prinipal homogène sous l'ation du groupe
π∗GX (Spe L→ Spe k). Cei provient du fait que l'ensemble:
π∗P (Spe L→ Spe k) = P (XL → X) = HomX (XL, P )
est vide ou prinipal homogène sous le groupe:
π∗GX (Spe L→ Spe k) = GX (XL → X) = HomX (XL, GX)
ar P est un GX-torseur sur X .
Pour établir le point (ii), il sut de omparer les faiseaux (sur (Spe k)e´t) π∗GX et
G; pour e faire, il sut d'étudier leurs bres (π∗GX)k¯ et Gk¯. Par dénition:
(π∗GX)k¯ = lim−→
L
[GX (XL → X)] = HomX
(
X¯, GX
)
la limite direte étant prise sur les extensions étales L de k. De la même façon:
(G)k¯ = lim−→
L
[G (Spe L→ Spe k)] = Homk
(
Spe k¯, G
)
Par onséquent, les faiseaux π∗GX et G sont isomorphes si et seulement si:
HomX
(
X¯, GX
)
= Homk
(
Spe k¯, G
)
Cette dernière ondition est équivalente à:[
HomX¯
(
X¯, G¯X
)
=
]
G¯X
(
X¯
)
= G¯
(
k¯
) [
= Homk¯
(
Spe k¯, G¯
)]
En eet, les ensembles HomX
(
X¯, GX
)
et HomX¯
(
X¯, G¯X
)
sont naturellement en bije-
tion; à tout élément ϕ ∈ HomX¯
(
X¯, G¯X
)
on assoie l'élément pG ◦ ϕ de HomX
(
X¯, GX
)
:
G¯X
pG //

GX

X¯
ϕ
@@
//
pG◦ϕ
;;x
x
x
x
x
x
x
X
Réiproquement, on peut assoier à tout f ∈ HomX
(
X¯, GX
)
le morphisme (dont
l'existene est assurée par la propriété universelle du produit bré) ϕ ∈ HomX¯
(
X¯, G¯X
)
du diagramme i-dessous:
X¯
f
**VVV
VVVV
VVVV
VVVV
VVVV
VVV
id
.
..
..
..
..
..
..
..
..
.. ϕ
""E
E
E
E
G¯X
pG //

GX

X¯ // X
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Le point (iii) est évident, à partir du moment où l'on a remarqué que omme G est
linéaire, le G-torseur Q est représentable par un shéma, que l'on note enore Q, et le
faiseau π∗Q est alors représenté par le X-shéma π∗Q d'après la proposition II.3.1.3 de
[Tam94℄.

Remarque 1.2.16. Nous aurons l'oasion de revenir en détail sur l'utilité de la ondition
G¯X
(
X¯
)
= G¯
(
k¯
)
dans les problèmes de desente.
Remarque 1.2.17. Ave les notations du lemme préédent, il n'est en général pas vrai
que le faiseau image inverse π∗G est représenté par le shéma en groupes GX . C'est
ependant le as si G est un groupe ni, d'après la remarque 3.1.(d) page 69 de [Mi80℄.
1.3 Bitorseurs
Lorsque l'on veut étudier les GS-torseurs sur un shéma S, il est essentiel de onnaître
leurs faiseaux d'automorphismes. Dans le as abélien, d'après le lemme 1.2.13, il n'y a
rien à faire. En revanhe dans le as général, d'après le même lemme, es faiseaux sont
des formes intérieures de GS, et il onvient don de tenir ompte de ette information
supplémentaire. C'est e qui motive l'introdution des bitorseurs
6
. Comme d'habitude,
nous nous restreignons ii aux bitorseurs sur un shéma, et nous renvoyons à [Br90℄ pour
la dénition de bitorseur sur un topos en général.
Dénition 1.3.1. Soient S un shéma, GS et HS deux shémas en groupes sur S. On
appelle (HS, GS)-bitorseur sur S un faiseau d'ensembles B sur le site étale de S muni
d'une ation à gauhe (resp. à droite) de HS (resp. de GS), es ations ommutant entre
elles, tel que B soit un HS-torseur à gauhe et un GS-torseur à droite.
Lorsque GS = HS, nous dirons simplement GS-bitorseur pour désigner un (GS, GS)-
bitorseur.
Soient B1 et B2 deux (HS, GS)-bitorseurs sur S. Un morphisme de (HS, GS)-
bitorseurs est morphisme de faiseaux d'ensembles ϕ : B1 → B2 qui est (HS, GS)-
équivariant.
Les (HS, GS)-bitorseurs (resp. les GS-bitorseurs) sur S et leurs morphismes on-
stituent une atégorie, notée:
Bitors (S;HS, GS) (resp. Bitors (S;GS))
Exemple 1.3.2. Le GS-bitorseur trivial , noté GS,bitriv, est obtenu en faisant opérer GS
sur lui-même par translations à gauhe et à droite.
6
C'est également e qui justie le fait qu'il est désespéré d'arriver à une généralisation vraiment idéale
de la suite à 5 termes dans le as non-abélien ave les H1 usuels; puisque par exemple l'ensemble
H1e´t (S,GS) orrespond ertes aux lasses d'isomorphie de GS-torseurs sur S, mais oublie délibérément
la struture à gauhe de es objets.
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Exemple 1.3.3. Soit u un automorphisme de GS. On lui assoie le GS-bitorseur noté
(GS, u), déni en faisant opérer GS sur lui-même:
• à droite par translations;
• à gauhe en posant: g •gauche g
′ = u (g) .g′
Exemple 1.3.4. A tout GS-bitorseur, on assoie naturellement un GS-torseur en ou-
bliant l'ation de GS à gauhe. Réiproquement, à tout GS-torseur P , on assoie un
(adGS (P ) , GS)-bitorseur en faisant opérer à gauhe adGS (P ) sur P de façon évidente.
Exemple 1.3.5. A tout (HS, GS)-bitorseur B on peut assoier un (GS, HS)-bitorseur
noté Bopp et appelé bitorseur opposé à B, la nouvelle ation à gauhe (resp. à droite) de
GS (resp. de HS) étant dénie en posant:
g ⊡ b = b • g−1 (resp. b  h = h ∗ b) , ∀ g ∈ GS, ∀ h ∈ HS, ∀ b ∈ B;
où • (resp. ∗) désigne l'ation à droite (resp. à gauhe) de GS (resp. de HS) donnée par
la struture de (HS, GS)-bitorseur de B.
Remarque 1.3.6. Pour lassier les bitorseurs, on doit introduire la ohomologie à
valeurs dans les modules roisés. On appelle module roisé (à gauhe) sur S la donnée
d'un morphisme de shémas en groupes sur S:
ϕ : GS −→ HS
et d'une ation à gauhe de HS sur GS tels que:
(i) ϕ
(
hg
)
= h.ϕ (g) .h−1, ∀ g ∈ GS, ∀ h ∈ HS;
(ii)
ϕ(g)g′ = g.g′.g−1, ∀ g, g′ ∈ GS;
Par exemple, pour tout shéma en groupes GS sur S, le morphisme évident:
conj : GS −→ Aut GS
et l'ation naturelle de Aut GS sur GS donnent lieu à un module roisé sur S. De
plus, dans [Br90℄ ou [Br92℄, Breen dénit la ohomologie à valeurs dans e module roisé
(GS → Aut GS). Sans rentrer dans les détails de ette onstrution
7
, signalons juste que:
• H0 (S,GS → Aut GS) orrespond aux lasses d'isomorphie de GS-bitorseurs sur S,
et
7
Que l'on peut d'ailleurs rapproher de la ohomologie à valeurs dans un système de oeients
introduite dans [Do76℄.
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• H1 (S,GS → Aut GS) orrespond aux lasses d'équivalene de gerbes sur S loale-
ment liées par GS. En antiipant un peu, et ensemble dière du H
2
de Giraud,
puisque deux gerbes équivalentes (et non lien GS-équivalentes) donnent la même
lasse dans e H1, et pas néessairement dans le H2 de Giraud.
La suite exate (f. [Br90℄) suivante ontient l'essentiel des propriétés des bitorseurs
dont nous aurons besoin dans la suite de notre propos:
H0 (Int GS)
''NN
NNN
NNN
NNN
H0 (GS)
99ssssssssss
conj. // H0 (Aut GS)
b // H0 (GS → Aut GS)
AP · · ·
H1 (Int GS)
''NN
NNN
NNN
NNN
· · · // H1 (GS)
99ssssssssss
adGS // H1 (Aut GS)
λ
''OO
OOO
OOO
OOO
H1 (Out GS)
où l'on a noté H i (•) l'ensemble de ohomologie H i (S, •) et:
• conj. : H0 (GS) −→ H
0 (Aut GS) est le morphisme évident;
• pour tout u ∈ H0 (Aut GS), b (u) est le bitorseur (GS, u) de l'exemple 1.3.3;
• AP est le fonteur amnésie partielle qui assoie à tout GS-bitorseur B le GS-
torseur à droite sous-jaent;
• pour tout GS-torseur P , adGS (P ) est omme d'habitude le faiseau des GS- auto-
morphismes de P (dans la preuve du lemme 1.2.13, nous avons expliitement dérit
e morphisme);
• enn l'appliation:
λ : H1 (Aut GS) −→ H
1 (Out GS)
est elle qui assoie à une forme de GS le lien qu'elle représente; remarquons l'image
par λ d'une forme G′S de GS est égale à la lasse privilégiée de H
1 (Out GS) si et
seulement si G′S est une S-forme intérieure de GS.
En partiulier, si GS est un shéma en groupes abéliens, on a la suite exate:
0 −→ H0 (Aut GS) −→ H
0 (GS → Aut GS) −→ H
1 (GS) −→ 0
Dans e as, les GS-bitorseurs onstituent une extension des GS-torseurs par Aut GS.
Pour lore ette setion, notons que l'on dispose sur les bitorseurs une loi de ompo-
sition partiellement dénie, grâe au produit ontraté. Plus expliitement:
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Dénition 1.3.7. Soient S un shéma, et GS, HS et LS des shémas en groupes sur
S. Soient enore B (resp. C) un (HS, GS)-bitorseur (resp. un (GS, LS)-bitorseur). On
appelle produit ontraté de B et de C, et on note:
B ∧GS C
le faiseau B × C quotienté par la relation:
(b.g, c) = (b, g.c)
D'après [Br90℄, l'ation à gauhe (resp. à droite) de HS (resp. de LS) fait de B∧
GS C
un (HS, LS)-bitorseur.
Le bitorseur trivial est l'élément neutre pour e produit, et le produit ontraté d'un
bitorseur B ave son opposé Bopp est isomorphe au bitorseur trivial.
1.4 Préhamps et hamps
Il est bien onnu (par exemple grâe à [LMB00℄) que les hamps algébriques four-
nissent une généralisation de la notion de shéma. Ils apparaissent naturellement dans
des problèmes de modules, où le fonteur que l'on étudie n'est pas représentable par un
shéma, du fait de la présene d'automorphismes (voir par exemple l'étude des ourbes de
genre g ≥ 2 sur un shéma S [DM69℄). En lair, on ne peut obtenir un espae des mod-
ules n qu'en rigidiant la situation, par l'intermédiaire de strutures supplémentaires
(pour être un peu plus onret, ela se fait via les strutures de niveau pour les variétés
abéliennes). De la même manière, il est raisonnable de voir les hamps en général (sur le
site étale d'un shéma S) omme une généralisation des faiseaux d'ensembles sur S.
La dénition de hamp sur un shéma S néessite plusieurs étapes. Premièrement, on
appelle atégorie brée sur S la donnée:
(i) pour tout ouvert étale (S1 → S) d'une atégorie, notée G (S1) et appelée atégorie
bre de G au-dessus de l'ouvert étale (S1 → S);
(ii) pour toute inlusion
8
:
S2 //
9
99
99
99
S1




S
entre ouverts étales de S, d'un fonteur (restrition à S2):
ρS1S2 : G (S1) // G (S2)
g1  // g1|S2
8
Pour faire le parallèle ave la dénition usuelle de préfaiseau, nous appelons ii inlusion un mor-
phisme entre ouverts étales de S; et abus est justié par le fait qu'une atégorie brée est grossièrement
un préfaiseau en atégories, omme il est d'ailleurs indiqué dans [Br94a℄. Un tel morphisme n'est epen-
dant pas un monomorphisme en général.
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(iii) pour toute double inlusion:
S3 //
!!C
CC
CC
CC
C S2

// S1
}}{{
{{
{{
{{
S
d'une transformation naturelle:
τS3S2S1 : ρS1S3 =⇒ ρS2S3 ◦ ρS1S2
de telle sorte que, pour toute triple inlusion:
S4 //
$$H
HH
HH
HH
HH
H S3
//
0
00
00
0 S2



// S1
zzvv
vv
vv
vv
vv
S
les transformations naturelles obtenues par omposition:
ρS1S4 =⇒ ρS3S4 ◦ ρS1S3 =⇒ ρS3S4 ◦ (ρS2S3 ◦ ρS1S2)
et
ρS1S4 =⇒ ρS2S4 ◦ ρS1S2 =⇒ (ρS3S4 ◦ ρS2S3) ◦ ρS1S2
oïnident.
G est appelée une atégorie brée en groupoïdes sur S, si la atégorie bre G (S ′)
au-dessus de tout ouvert étale (S ′ → S) est un groupoïde9. Le fonteur naturel:
G −→ Se´t
est appelé projetion ou morphisme strutural de G. Commençons par un exemple naïf:
Exemple 1.4.1. Soit π : X → Spe k un k-shéma. On peut assoier à X une atégorie
brée sur k,10 notée provisoirement GX , en prenant pour toute extension étale L de k le
groupoïde disret dont l'ensemble d'objets est:
GX (L) = HomSpe k (Spe L,X)
Autrement dit, la atégorie bre de GX au-dessus de L a pour objets les points à valeurs
dans Spe L du k-shéma X , et les seuls morphismes sont les identités des objets (en
partiulier GX est une atégorie brée en groupoïdes!).
Nous donnerons un peu plus loin des exemples plus intéressants (heureusement!) de
atégories brées. La totalité des atégories brées que nous onsidèrerons seront des
atégories brées en groupoïdes.
9
Un groupoïde est une atégorie où toute èhe est inversible.
10
I.e. une atégorie brée sur le site étale de Spe k.
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Un morphisme F : G → G ′ entre deux atégories brées sur S est la donnée pour tout
ouvert étale (S1 → S) d'un fonteur FS1 : G (S1)→ G
′ (S1) naturellement ompatible ave
les restritions, dans le sens où pour toute inlusion (S2 → S1) le arré suivant:
G (S1)
ρG
S1S2

FS1 // G ′ (S1)
ρG
′
S1S2

G (S2) FS2
// G ′ (S2)
ommute, à un isomorphisme de fonteurs près; i.e. il existe une transformation naturelle:
θS1S2 : ρ
G′
S1S2
◦ FS1 =⇒ FS2 ◦ ρ
G
S1S2
ette transformation naturelle satisfaisant à sont tour des onditions de ompatibilité ave
les transformations naturelles τS3S2S1. Un tel fonteur est aussi appelé fonteur artésien
entre les atégories G et G ′.
Un préhamp de groupoïdes sur S (ou simplement préhamp sur S) est une atégorie
brée en groupoïdes G sur S où les isomorphismes se reollent: expliitement, ela signie
qu'étant donnés un ouvert étale (S ′ → S), x et y deux objets de G (S ′), (Si → S
′)i∈I un
reouvrement étale de S ′, la suite d'ensembles:
IsomG(S′) (x, y) //
∏
i∈I IsomG(Si)
(
x|Si , y|Si
) ////∏i,j∈I IsomG(Sij) (x|Sij , y|Sij )
est exate (on a noté Sij = Si ×S′ Sj). Plus suintement, il revient au même de dire
que Isom (x, y) est un faiseau sur le site étale de S ′.
Un hamp de groupoïdes sur S (ou juste hamp sur S, ou enore S-hamp) est un
préhamp de groupoïdes G sur S où toute donnée de desente sur les objets est eetive,
e qui signie ei: soient:
• (S ′ → S) un ouvert étale de S;
• (Si → S
′)i∈I un reouvrement étale de S
′
;
• (gi)i∈I une famille de setions de G, plus préisément:
gi ∈ Ob (G (Si)) , ∀ i ∈ I;
• pour tout ouple (i, j) ∈ I × I, un isomorphisme:
ϕij : gj |Sij −→ gi|Sij
de telle sorte que:
ϕik = ϕij ◦ ϕjk, ∀ (i, j, k) ∈ I × I × I
ette dernière égalité ayant lieu dans Isom (G (Sijk)).
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Alors il existe (eetivement) un objet g′ ∈ G (S ′) et des isomorphismes:
ηi : g
′
|Si
−→ gi
ompatibles ave les isomorphismes de reollement, dans le sens où:
ϕij ◦ ηj = ηi sur Sij , ∀ (i, j) ∈ I × I.
Grossièrement, un hamp est don une atégorie brée dans laquelle les morphismes
et les objets se reollent. Nous en donnons maintenant quelques exemples.
Exemple 1.4.2 (Le hamp Tors (k,G) des G-torseurs sur un orps k). Soient k
un orps et G un k-groupe algébrique. Pour tout ouvert étale (Spe L→ Spe k), les GL-
torseurs sur le site étale de L sont les objets de la atégorie Tors (L,GL); ette atégorie
est d'ailleurs un groupoïde, puisque tout morphisme de torseurs est un isomorphisme, du
fait de la simple transitivité de l'ation. En outre, si (Spe L′ → Spe k) est un ouvert
étale de k inlus dans le premier, i.e. si le diagramme i-dessous est ommutatif:
Spe L′ //
%%KK
KKK
KKK
KK
Spe L
yysss
sss
sss
s
Spe k
alors on a un fonteur:
ρLL′ : Tors (L,GL) −→ Tors (L
′, GL′)
qui assoie à un GL-torseur P → Spe L le torseur PL′ → Spe L
′
obtenu par hangement
de base; le arré suivant est don artésien:
PL′

// P


Spe L′ // Spe L
Par ailleurs, le fonteur ρLL′ assoie à un morphisme f : P → Q de GL-torseurs sur L
le morphisme fL′ : PL′ → QL′ obtenu lui aussi par hangement de base; le diagramme
i-dessous est don ommutatif:
QL′ //








Q








PL′
fL′
55jjjjjjjjjjjjjj //
9
99
99
99
99
9 P
6
66
66
66
66
6
f
66llllllllllllll
Spe L′ // Spe L
La olletion des groupoïdes Tors (L,GL) (pour L parourant les extensions étales
de k) et les fonteurs ρLL′ onstituent une atégorie brée en groupoïdes sur k. Cette
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atégorie brée est notée Tors (k,G): par dénition, le groupoïde bre Tors (k,G) (L)
de ette atégorie brée au-dessus d'un ouvert étale (Spe L→ Spe k) est justement
le groupoïde Tors (L,GL). La atégorie brée Tors (k,G) est un préhamp puisque les
morphismes se reollent, et 'est un hamp ar les torseurs (qui sont des faiseaux) se
reollent (toujours par la théorie lassique de la desente).
Si l'on onsidère le as partiulier où G = PGLn, on obtient le hamp Tors (k, PGLn),
et suivant que l'on interprète PGLn omme le groupe d'automorphismes de Mn ou de
Pn−1, on obtient le k-hamp As (k, n) des k-algèbres simples entrales d'indie n, ou elui
des variétés des k-variétés de Severi-Brauer de dimension n − 1, noté SB (k, n− 1). En
partiulier, les hamps As (k, n) et SB (k, n− 1) sont isomorphes, et l'isomorphisme de
hamps n'est autre que le fonteur qui permet d'assoier à une algèbre simple entrale A
la variété de Severi-Brauer XA orrespondante, e fonteur étant dérit dans le hapitre
5 de [Ja00℄, ou enore dans [J96℄ III.3.5.
Exemple 1.4.3 (Le hamp Tors (S,GS) des GS-torseurs sur un shéma S). Soient
S un shéma etGS un S-shéma en groupes. On dénit de la même manière que préédem-
ment le hamp Tors (S,GS) des GS-torseurs sur S. Le groupoïde bre de e hamp au-
dessus d'un ouvert étale (S ′ → S) a pour objets lesGS′-torseurs
11
sur S ′, et pour èhes les
isomorphismes de GS′-torseurs sur S
′
. Lorsque l'on prend GS = Gm,S (resp. GS = GLn,S,
resp. GS = PGLn,S), on obtient le hamp LBun (S) des brés en droites sur S (resp. le
hamp VBun (n, S) des brés vetoriels de rang n sur S, resp. le hamp Az (n, S) des
algèbres d'Azumaya d'indie n sur S).
Exemple 1.4.4 (Champ assoié à un shéma). Soient S un shéma et Y un S-
shéma. On peut assoier un S-hamp à Y , que l'on note enore Y ; le groupoïde bre de
e hamp Y au-dessus d'un ouvert étale (S ′ → S) le groupoïde disret12 dont l'ensemble
d'objets est: HomS (S
′, Y ). Un S-hamp X est dit représentable s'il existe un S-shéma
Y tel que le S-hamp assoié à Y par le proédé dérit i-dessus et le S-hamp X sont
isomorphes. La présene d'automorphismes non-triviaux est don lairement un obstale
à e qu'un S-hamp soit représentable par un shéma.
Cette orrespondane entre shémas et hamps nous permet d'interpréter le fonteur
projetion d'un hamp omme un morphisme de hamps. Considérons par exemple le
hamp des G-torseurs sur un orps k. Le fonteur projetion relatif à e hamp:
p : Tors (k,G) −→ (Spe k)e´t
est elui qui assoie à un torseur l'extension de k au-dessus de laquelle il est déni. Or,
d'après e qui préède, on peut assoier au k-shéma Spe k (!) un k-hamp. En adoptant
e point de vue, le fonteur p devient un morphisme de hamps.
Enn, la onstrution du S-hamp assoié à un S-shéma donne lieu à un fonteur
pleinement dèle:
(Sh/S) −→ (Champ/S)
de la atégorie des S-shémas dans elle des S-hamps, qui se fatorise d'ailleurs par la
atégorie des S-hamps algébriques (f. le hapitre 4 de [LMB00℄).
11
On a noté GS′ le shéma en groupes GS ×S S′.
12
I.e. les seules èhes sont les identités.
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Exemple 1.4.5 (Le hamp Mg des ourbes stables de genre g (g ≥ 2)). Soit S
un shéma; rappelons que l'on appelle ourbe stable (suivant [DM69℄) de genre g sur S
un morphisme
π : C −→ S
propre, plat, dont les bres géométriques sont des shémas CS de dimension 1, réduits,
onnexes, et tels que:
• CS n'a que des points doubles ordinaires;
• si E est une omposante rationnelle non-singulière de CS, alors E renontre les
autres omposantes de CS en au moins trois points.
On note (ShEt) le site dont la atégorie sous-jaente est elle des shémas, munie de
la topologie étale. Pour tout shéma S, on dénit un groupoïde que l'on note Mg,S en
posant:
Objets de Mg,S : ourbes stables de genre g sur S;
Isomorphismes de Mg,S : S-isomorphismes de shémas.
La olletion des Mg,S onstitue une atégorie brée Mg sur (ShEt), et Mg est
un hamp de groupoïdes sur (ShEt) (f. [Do01℄). En outre, e hamp est isomorphe au
quotient deHg par PGL (5g − 6), oùHg est le sous-shéma de Hilb
Pg
5g−6 des ourbes stables
trianoniquement plongées dans P5g−6, où Pg (n) = (6n− 1) (g − 1) est le polynme de
Hilbert (f. [Do01℄ p.127-128).
Exemple 1.4.6 (Champ assoié à un préhamp). Soit S un shéma. Pour onstruire
le faiseau (sur le site étale de S) assoié à un préfaiseau sur S, il sut de rendre loale
la dénition de setion, de telle sorte que le reollement des setions devient possible.
De la même façon, on onstruit le S-hamp assoié à un S-préhamp en rendant loale
la dénition d'objet, de manière à forer l'eetivité des données de desente. Ainsi, on
obtient un fonteur:
(Préhamp/S) −→ (Champ/S)
et tout S-hamp appartient loalement à l'image essentielle de elui-i [Br94a℄. Plus
préisément, si P est un préhamp sur S, et si (S ′ → S) est un ouvert étale, une setion
du hamp P+ assoié à P au-dessus de et ouvert est la donnée:
(i) d'un reouvrement étale (S ′i → S
′)i∈I ;
(ii) d'une famille de setions (pi)i∈I du préhamp P relativement à e reouvrement:
préisément, on demande que:
pi ∈ Ob (P (S
′
i)) , ∀ i ∈ I;
(iii) (donnée de reollement) d'un isomorphisme de P
(
S ′i ×S′ S
′
j
)
:
ϕij : pj |S′i×S′S′j
−→ pi|S′i×S′S′j
, ∀ (i, j) ∈ I × I;
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(iv) (donnée de desente) les isomorphismes ϕij satisfaisant la ondition de 1-oyle
13
:
ϕij ◦ ϕjk = ϕik, ∀ (i, j, k) ∈ I × I × I.
De fait, il existe une manière plus intrinsèque de dénir le hamp assoié à un préhamp
(nous renvoyons à la dénition II.2.1.1 de [Gi71℄ pour elle-i.)
1.5 Gerbes
Dénition 1.5.1. Soit S un shéma. On appelle gerbe sur S (ou S-gerbe) un hamp
de groupoïdes G sur le site étale de S, loalement non-vide et loalement onnexe, soit:
• (G est loalement non-vide). Il existe un reouvrement étale (Si → S)i∈I tel que:
Ob (G (Si)) 6= ∅, ∀ i ∈ I.
• (G est loalement onnexe). Soient (S ′ → S) un ouvert étale, et soient x et y deux
objets de G (S ′). Alors il existe un reouvrement étale
(
S ′j → S
′
)
j∈J
tel que:
x|S′j
≈ y|S′j
et isomorphisme vivant dans le groupoïde G
(
S ′j
)
, ∀ j ∈ J .
Une S-gerbe est dite neutre si elle a une setion au-dessus de S, i.e. si le groupoïde
bre G (S) est non-vide.
Un morphisme de gerbes sur S est un morphisme de hamps dont la soure et le
but sont des S-gerbes.
Exemple 1.5.2 (Gerbes de torseurs). Soient S un shéma, et GS un S-shéma en
groupes. Le hamp Tors (S,GS) de l'exemple 1.4.3 est une gerbe. En eet:
• le hamp Tors (S,GS) est loalement non-vide, puisqu'il l'est même globalement: le
GS-torseur trivial S ×S GS → S est en eet une setion de e hamp au-dessus de
S;
• le hamp Tors (S,GS) est loalement onnexe, puisque omme nous l'avons remarqué
dans la setion 1.2, tout GS-torseur est isomorphe au GS-torseur trivial, loalement
pour la topologie étale sur S.
D'ailleurs, il est intéressant de remarquer que toute gerbe neutre est de ette forme:
13
C'est une manière rapide de dire que:
ϕij |S′i×S′S′j×S′S′k
◦ ϕjk|S′i×S′S′j×S′S′k
= ϕik|S′i×S′S′j×S′S′k
, ∀ (i, j, k) ∈ I × I × I,
ette égalité ayant lieu dans Isom
(
P
(
S′i ×S′ S
′
j ×S′ S
′
k
))
.
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Lemme 1.5.3. Soit S un shéma. Toute S-gerbe neutre G est équivalente à une S-gerbe
de torseurs.
Preuve: soit G une S-gerbe neutre, et soit g un objet de G (S). Alors on a une
équivalene:
ǫ : G // Tors (S,Aut (g))
g′  // Isom (g, g′)
où Aut (g) (resp. Isom (g, g′)) désigne le faiseau des automorphismes de l'objet g (resp.
le faiseau des isomorphismes entre g et g′).

On déduit immédiatemment de e lemme et de la dénition de gerbe la onséquene
suivante:
Corollaire 1.5.4. Toute S-gerbe est loalement équivalente à une gerbe de torseurs.
Preuve: soit G une S-gerbe. Par dénition, il existe un reouvrement étale (Si → S)i∈I
tel que Ob (G (Si)) 6= ∅. Soit gi un objet de G (Si), pour tout i ∈ I. Alors les gerbes (sur
le site étale restreint à Si) G|Si et Tors (Si,Aut (gi)) sont équivalentes, où Aut (gi) est le
faiseau sur Si des automorphismes de gi, et G|Si est le produit bré G ×S Si.

Exemple 1.5.5 (Gerbe des algèbres simples entrales sur un orps, et. . . ).
Soit k un orps. D'après l'exemple 1.4.2, le hamp As (k, n) (resp. SB (k, n− 1)) des
algèbres simples entrales sur k (resp. des variétés de Severi-Brauer de dimension n− 1)
est une gerbe. En outre, les gerbes As (k, n) et SB (k, n− 1) sont équivalentes, puisque
toutes deux sont équivalentes à la gerbe neutre Tors (k, PGLn).
De la même façon, lorsque S est un shéma, le hamp LBun (S) (resp. VBun (n, S),
resp. Az (n, S)) des brés en droites sur S (resp. des brés vetoriels de rang n sur S,
resp. des algèbres d'Azumaya d'indie n sur S) est une gerbe neutre, équivalente à la
gerbe Tors (S,Gm,S) (resp. Tors (S,GLn,S), resp. Tors (S, PGLn,S)).
Nous présentons maintenant la gerbe que nous évoquerons le plus souvent au ours de
e travail.
Exemple 1.5.6 (Gerbe des modèles d'un torseur). Soient k un orps de aratéris-
tique nulle, X un k-shéma lisse et géométriquement onnexe, G un k-groupe algébrique
linéaire, et P¯ → X¯ un G¯X-torseur. Par analogie ave les revêtements, nous introduisons
la dénition suivante:
Dénition 1.5.7. On dit que P¯ est de orps des modules k s'il représente une lasse
de H1
(
X¯, G¯X
)Γ
. Il revient au même de dire que pour tout σ ∈ Γ, les torseurs P¯ et σP¯
sont isomorphes.
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Dénition 1.5.8. On onserve les hypothèses adoptées i-dessus onernant k, X et G,
et on suppose P¯ de orps des modules k.
(i) L étant une extension étale de k, on appelle modèle de P¯ au-dessus de XL un GXL-
torseur YL → XL tel que les G¯X-torseurs P¯ et YL = YL ×XL X¯ sont isomorphes.
(ii) On appelle gerbe des modèles de P¯ , et on note D
(
P¯
)
la k-gerbe dont le groupoïde
bre au-dessus d'un ouvert étale (Spe L→ Spe k) a pour objets les GXL-torseurs
YL → XL tel qu'il existe σ ∈ Γ tel que les G¯X-torseurs
σP¯ et YL sont isomorphes.
P¯ ≈ YL

// YL

G¯X //

zzvvv
vv
vv
vv
v
GXL

zzuu
uu
uu
uu
u
// GX
{{www
ww
ww
ww
w

X¯

// XL

// X

G¯
zzvvv
vv
vv
vv
v
// GL
zzuu
uu
uu
uu
u
// G
{{ww
ww
ww
ww
ww
Spe k¯ // Spe L // Spe k
Les èhes du groupoïde bre D
(
P¯
)
(L) sont les isomorphismes de GXL-torseurs
sur XL.
D
(
P¯
)
est eetivement une k-gerbe, ar:
(1) 'est une atégorie brée en groupoïdes sur k, ave les fonteurs de restrition
évidents;
(2) 'est un k-hamp, puisque les isomorphismes de torseurs se reollent, et toute donnée
de desente sur les torseurs est eetive (d'après [Gi71℄ III.1.4.1);
(3) D
(
P¯
)
est loalement onnexe, puisque deux objets sont isomorphes à P¯ (du fait que
σP¯ ≈ P¯ , ∀ σ ∈ Γ);
(4) D
(
P¯
)
est loalement non-vide: en eet (d'après [SGA4-VII℄, 5.7 pour le as abélien,
et 5.14.(a) pour le as général):
H1
(
X¯, G¯X
)
= lim
−→
L
H1 (XL, GXL)
la limite direte étant prise sur les extensions étales L de k. Par suite, tout
[
P¯
]
est représenté par une lasse [YL0] ∈ H
1
(
XL0 , GXL0
)
, pour une extension étale L0/k
susamment grande. Don D
(
P¯
)
est loalement non-vide, puisque le singleton:
{Spe L0 → Spe k}
est un reouvrement étale de k.
26 CHAPTER 1. CHAMPS ET GERBES
Notons, même si 'est une évidene d'après la dénition, que D
(
P¯
)
est une gerbe
neutre si et seulement si P¯ est déni sur k, i.e. si et seulement si P¯ a un
modèle sur X. La gerbe D
(
P¯
)
mesure don l'obstrution à e que la desente
de P¯ soit possible.
Remarque 1.5.9. La gerbe D
(
P¯
)
que l'on vient de dénir est exatement la gerbe D (c)
dérite dans [Gi71℄ V.3.1.6.
Remarque 1.5.10. Dans le as où G est abélien, et où la ondition G¯X
(
X¯
)
= G¯
(
k¯
)
est
satisfaite, on peut assoier à tout torseur P¯ représentant une lasse dans H1
(
X¯, G¯X
)Γ
un type λP¯ ∈ HomΓ
(
Ĝ,Pi X¯
)
. En outre, omme on l'a rappelé dans l'introdution, on
dispose des deux suites exates:
H1 (k,G) −→ H1 (X,GX)
u
−→ H1
(
X¯, G¯X
)Γ δ1
−→ H2 (k,G) −→ H2 (X,GX)
et:
H1 (k,G) −→ H1 (X,GX)
χ
−→ HomΓ
(
Ĝ,Pi X¯
)
∂
−→ H2 (k,G) −→ H2 (X,GX)
L'image de P¯ par le morphisme δ1 est la lasse de la gerbe D
(
P¯
)
(f. [Gi71℄ V.3.2.1).
D'autre part, la gerbe ∂ (λP¯ ), qui mesure l'obstrution à e qu'il existe un GX-torseur sur
X de type λP¯ , oïnide ave D
(
P¯
)
(f. [HS02℄ 3.7.()). Par onséquent:
Proposition 1.5.11. Les assertions suivantes sont équivalentes:
(i) P¯ est déni sur k;
(ii) la gerbe D
(
P¯
)
est neutre;
(iii) la gerbe ∂ (λP¯ ) est neutre;
(iv) il existe un GX-torseur sur X de type λP¯ .
Preuve: évidente, d'après la remarque préédente et les dénitions des gerbes D
(
P¯
)
et ∂ (λP¯ ).

Exemple 1.5.12 (Gerbe des modèles d'un G-revêtement). La dénition de la gerbe
des modèles d'un G-revêtements (satisfaisant la ondition orps des modules) présente
beauoup de points ommuns ave la gerbe des modèles d'un torseur. Nous renvoyons à
la setion 2 de [DD87℄ pour une présentation et une étude détaillées de ette gerbe.
Exemple 1.5.13 (Gerbe des banalisations d'une algèbre d'Azumaya). Soit X un
shéma régulier et géométriquement irrédutible. On suppose que X est onnexe, de telle
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sorte que les algèbres d'Azumaya sur X sont d'indie onstant14 (f. [Mi80℄ p.143). Soit
A une algèbre d'Azumaya sur X . On appelle banalisation de A un ouple (E , α), où E est
une OX -algèbre loalement libre de type ni, et α est un isomorphisme de OX -algèbres:
α : EndOX (E) −→ A
14
I.e. tous les ni sont égaux dans l'exemple 1.2.9.
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On dénit la gerbe des banalisations B (A) de A ainsi: au-dessus d'un ouvert étale
(X ′ → X), le groupoïde bre [B (A)] (X ′) est le groupoïde dont:
• les objets sont les banalisations de A|X′ = A ⊗OX OX′ . Ce sont don les ouples
(E ′, α), E ′ étant une OX′-algèbre loalement libre de type ni, et α un isomorphisme
de OX′-algèbres:
α : EndOX′ (E
′) −→ A|X ′
• une èhe entre deux banalisations (E1, α1) et (E2, α2) est un isomorphisme de OX′-
algèbres ψ rendant ommutatif le diagramme:
EndOX′
(E1)
α1
""E
EE
EE
EE
EE
EE
EE
ψ //
EndOX′
(E2)
α2
||yy
yy
yy
yy
yy
yy
y
A|X′
Alors la théorie de la desente assure que B (A) est un hamp, et 'est une gerbe
d'après l'énoné i-dessous (f. [Gr68℄ I.5.1 ou [Mi80℄ IV.4.2.1):
Proposition 1.5.14. Soit A une OX-algèbre qui est de type ni en tant que OX-module.
Les assertions suivantes sont équivalentes:
(i) A est une algèbre d'Azumaya sur X;
(ii) il existe un reouvrement étale (Xi → X)i∈I tel que A|Xi soit banale, ∀ i ∈ I; plus
préisément, il existe pour tout i ∈ I un entier ni tel que: A|Xi ≈Mni (OXi)
Exemple 1.5.15 (Gerbe des trivialisations d'un espae homogène). Soient k un
orps de aratéristique nulle, dont on xe une lture algébrique k¯, et H un sous-groupe
ni de SLn (k). Soit V un espae homogène sous SLn ave isotropie H : on entend par là
que V est une k-forme de SLn/H , i.e. on a un isomorphisme sur k¯:
V¯ ≈ ¯SLn/H¯
On a la relation de domination de Springer [Sp66℄:
H1 (k, SLn)⊸ H
1 (k;SLn, H)
L'espae homogène V représente une lasse de H1 (k;SLn, H). La gerbe T (V ) que
l'on va assoier à V mesure l'obstrution à e que [V ] appartienne à l'image de la relation.
Or, omme H1 (k, SLn) est réduit à la lasse du torseur trivial (par le théorème 90 de
Hilbert), toute lasse appartenant à l'image de la relation est triviale. D'où l'appellation
de gerbe des trivialisations de V . Dénissons maintenant ette gerbe: le groupoïde bre
[T (V )] (L) au-dessus d'un ouvert étale (Spe L→ Spe k) a pour objets les SLn-torseurs
PL (forément triviaux) sur L tels qu'il existe une appliation: fL : PL → VL, et pour
èhes les isomorphismes de torseurs. C'est eetivement une gerbe d'après [Sp66℄ 2.
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Exemple 1.5.16 (Classe de Chern d'un bré en droites). Soient X une variété
projetive lisse omplexe, Xan la variété analytique assoiée [Fu98℄, et L un bré en droites
sur X . Nous verrons en appendie omment interpréter la lasse de Chern c1 (L) omme
une gerbe sur le site analytique de X , mesurant l'obstrution à e que L appartienne à
l'image du morphisme:
H1 (X,OX) −→ Pi X
Donnons maintenant deux exemples de hamps qui ne sont pas des gerbes:
Exemple 1.5.17 (Le hamp Mg). Ce hamp n'est pas une gerbe ar il possède un
ouvert
15
(non-vide) de ourbes ne possédant pas d'automorphisme non-trivial. Or nous
verrons dans la setion suivante que les gerbes se diérenient des hamps par e que les
objets d'une gerbe ont tous (loalement) les mêmes automorphismes.
Exemple 1.5.18 (Le hamp π∗Tors (X,GX)). On onsidère une nouvelle fois un orps
de aratéristique nulle k, un k-shéma π : X → Spe k, et un k-groupe algébrique
linéaire G. En général, le hamp π∗Tors (X,GX) n'est pas une gerbe. Rappelons que e
k-hamp a pour atégorie bre au-dessus d'un ouvert étale (Spe L→ Spe k) la atégorie
Tors (XL, GXL) des GXL-torseurs sur XL. C'est une atégorie brée en groupoïdes sur
k munie des fonteurs de restrition évidents, 'est un préhamp ar les isomorphismes
de torseurs se reollent, et 'est un hamp ar les torseurs sur X onstituent un hamp.
En outre, e hamp est loalement non-vide, et même globalement non-vide puisque le
GX-torseur trivial X × GX est un objet de e hamp au-dessus de Spe k. Mais deux
objets ne sont pas néessairement loalement isomorphes (e hamp n'est pas loalement
onnexe): étant donnés (Spe L→ Spe k) un ouvert étale de k, deux GXL-torseurs P et
Q sur XL, il existe ertes un reouvrement étale (Xi → XL)i∈I tel que:
P|Xi ≈ Q|Xi , ∀ i ∈ I.
Cependant, les ouverts de e reouvrement n'ont auune raison de provenir d'un re-
ouvrement étale de L; plus expliitement, il n'y a auune raison pour que les shémas
Xi soient de la forme XLi, où les Li seraient des extensions étales de L. Don P et Q,
vus omme objets de:
[π∗Tors (X,GX)] (L)
ne sont pas loalement isomorphes.
Cet exemple illustre don le fait que l'image direte d'une gerbe par un morphisme de
shémas n'est pas en général une gerbe, alors que l'image inverse d'une gerbe est toujours
une gerbe [Gi71℄ V.1.4.2.
1.6 Liens
Avant de donner la dénition de lien en général, nous donnons juste idée pratique de
ette notion. Remarquons tout d'abord que par dénition, deux objets g et g′ d'une gerbe
G sur un shéma S sont loalement isomorphes. Il s'ensuit que g et g′ ont loalement
15
Pour la dénition d'ouvert d'un hamp algébrique, nous renvoyons à [LMB00℄ ou [Vi89℄.
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le même faiseau d'automorphismes, l'isomorphisme entre es faiseaux étant obtenu par
onjugaison:
Aut (g) −→ Aut (g′)
f 7−→ ϕ ◦ f ◦ ϕ−1
où ϕ est un isomorphisme entre g et g′. L'idée qui s'impose don naturellement, lorsque
l'on souhaite lassier les gerbes sur un shéma S, est d'assoier à haque S-gerbe un
faiseau en groupes sur S. C'est e qui justie l'introdution de la notion de lien.
Le hamp des liens sur un shéma
Soit S un shéma. Les faiseaux de groupes sur S onstituent un S-hamp noté
(FAGR/S) (f. [Gi71℄ II.3.4.12). Pour tout ouvert étale (S ′ → S), la atégorie bre
(FAGR/S) (S ′ → S)
est la atégorie FAGR (S ′) des faiseaux de groupes sur le site étale de S ′. Le préhamp
des liens est onstruit en deux temps à partir de e hamp:
Dénition 1.6.1. On note (Lien/S) la atégorie brée sur S, dont la atégorie bre
(Lien/S) (S ′) au-dessus d'un ouvert étale (S ′ → S) a pour objets les faiseaux de groupes
sur S ′; les morphismes entre deux objets F et G sont les setions du faiseau quotient:
Int (F) \HomFAGR(S′) (F ,G)/Int (G)
Proposition 1.6.2. La S-atégorie brée (Lien/S) est un S-préhamp, le préhamp des
liens sur S. On appelle hamp des liens sur S et on note (LIEN/S) le hamp qui lui
est assoié par le fonteur (f. exemple 1.4.6):
(Préhamp/S) −→ (Champ/S)
On appelle lien sur S un objet du hamp (LIEN/S). Notons que l'on peut assoier à
tout faiseau de groupes G sur S un lien sur S, ette assoiation étant obtenue en grâe
au fonteur omposé:
lien : (FAGR/S) −→ (Lien/S) −→ (LIEN/S) .
Un lien sur S (ou S-lien) est dit représentable s'il appartient à l'image essentielle de
e fonteur; autrement dit, un lien L sur S est représentable par un faiseau de groupes
G s'il existe un isomorphisme de liens sur S:
L ≈ lien G
Un lien L sur S est dit loalement représentable par un faiseau de groupes G sur
S s'il existe un reouvrement étale (Si → S) et des isomorphismes de liens sur Si:
L|Si ≈ lien
(
G|Si
)
Par onstrution même, tout lien sur S est loalement représentable par un faiseau de
groupes.
Enn, un lien L sur S est dit réalisable s'il existe une S-gerbe G telle que:
lien (G) ≈ L
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Dénition 1.6.3. Soient S un shéma, G un faiseau de groupes sur S et G une S-
gerbe. On dit que G est liée par G si lien (G) est représentable par G. On dit que
G est loalement liée par G si lien (G) est loalement représentable par G. Il sut
pour ela qu'il existe pour tout ouvert étale (S ′ → S) et pour tout g′ ∈ Ob (G (S ′)) des
isomorphismes fontoriels ([Mi80℄ p.144):
GS (S
′) −→ AutG(S′) (g
′)
Exemple 1.6.4. On se plae dans la situation de l'exemple 1.5.6, et on onsidère P¯ un
G¯X-torseur de orps des modules k. Alors:
Lemme 1.6.5. Si G est abélien, alors:
(i) la k-gerbe D
(
P¯
)
est liée par π∗GX ;
(ii) si de plus la ondition G¯X
(
X¯
)
= G¯
(
k¯
)
est satisfaite, alors D
(
P¯
)
est liée par G.
Preuve: En eet, soit (Spe L→ Spe k) un ouvert étale tel que le groupoïde bre
D
(
P¯
)
(L) soit non-vide, et soit PL un de ses objets. La gerbe D
(
P¯
)
|Spe L
est don
neutre(!), et elle est don équivalente à une gerbe de torseurs sur L. Expliitement, on a
une équivalene de L-gerbes [Gi71℄ V.3.1.6.(ii):
ǫ : D
(
P¯
)
|Spe L
−→ Tors
(
L, π∗adGXL (PL)
)
P ′ 7−→ π∗
(
P ′ ∧GXL P oppL
)
où P oppL désigne le bitorseur opposé à PL, vu omme un
(
adGXL
(PL) , GXL
)
-bitorseur. On
vérie ensuite que π∗ et ad ommutent, e qui est immédiat; enn, omme G est abélien,
le faiseau adπ∗GXL
(π∗PL) n'est autre que le faiseau π∗GXL, d'où le point (i).
Pour le point (ii) on utilise le fait que la ondition G¯X
(
X¯
)
= G¯
(
k¯
)
implique que les
faiseaux π∗GX et G sont isomorphes (f. preuve du lemme 1.2.14).

Exemple 1.6.6. La gerbe des modèles d'un G-revêtement est liée par le entre de G (f.
[DD97℄).
Exemple 1.6.7. La gerbe des banalisations d'une algèbre d'Azumaya sur un shéma X
est liée par Gm,X (f. [Gi71℄ V.4.2 ou [Mi80℄ p.145).
Exemple 1.6.8. La lasse de Chern d'un bré en droites sur une variété analytique X ,
vue omme une gerbe sur le site analytique de Xan, est liée par ZXan (f. appendie A).
L'énoné suivant est enore traité dans le as général dans [Gi71℄ (orollaire IV.1.1.7.3).
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Proposition 1.6.9. Soient S un shéma et G un faiseau de groupes sur S. L'ensemble
des lasses d'isomorphie de liens loalement représentables par G est en bijetion ave
l'ensemble de ohomologie H1 (k,Out G), où Out G est le faiseau sur S des automor-
phismes extérieurs de G.
Remarque 1.6.10. L'ensemble H1 (S,Out G) des formes extérieures est pointé par la
lasse du Out G-torseur trivial; e dernier orrespond au S-lien lien G.
Soient S un shéma et G un faiseau de groupes sur S. On a toujours la suite exate
de faiseaux de groupes sur S:
0 −→ Int G −→ Aut G −→ Out G −→ 1
d'où une suite de ohomologie (déjà évoquée, voir diagramme p. 14):
H1 (S, Int G) −→ H1 (S,Aut G)
λ
−→ H1 (S,Out G)
L'appliation λ est juste elle qui assoie à une forme16 (sur S) de G le lien qu'elle
représente. Un lien est don représentable par G s'il appartient à l'image de λ. En outre,
on déduit failement de l'exatitude de ette suite l'énoné:
Lemme 1.6.11. Ave les notations adoptées préédemment, si G′ est une S-forme in-
térieure de G, alors:
lien G′ ≈ lien G
Une onséquene beauoup moins immédiate de l'exatitude de la suite préédente est
la suivante:
Proposition 1.6.12. Soient S un shéma, GS un shéma en groupes rédutifs sur S.
Alors tout S-lien loalement (pour la topologie étale) représentable par GS est représentable
par une S-forme de GS.
Preuve: soit L un S-lien loalement représentable par GS. L représente une lasse
de H1 (S,Out GS). Du fait que GS est rédutif, la suite:
1 // Int GS // Aut GS // Out GS //
σ
zz
1
est sindée [Dem64℄ p.28. Cette setion induit une setion de l'appliation:
H1 (S,Aut GS) λ
// H1 (S,Aut GS)
σ(1)
xx
16
Rappelons que l'on appelle S-forme d'un objet A déni sur S un objet A′ déni sur S, loalement
isomorphe à A pour la topologie étale sur S. Par exemple, une k-variété de Severi-Brauer de dimension
n est une k-forme de l'espae projetif Pnk ; une k-algèbre simple entrale d'indie n est une k-forme de
l'algèbre de matries Mn (k); une algèbre d'Azumaya d'indie n sur S est une S-forme de la OS-algèbre
Mn (OS), et. . .
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d'où la onlusion.

Remarque 1.6.13. Nous avons délibérément hoisi de nous restreindre à la topologie
étale, en vue de nos appliations. Signalons ependant que et énoné est valable dans
un adre beauoup plus général (f. [Do76℄ V.3.2).
1.7 Cohomologie à valeurs dans un lien
Dénition 1.7.1. Soient S un shéma et L un S-lien. On dénit l'ensemble
H2 (S,L)
omme l'ensemble des lasses d'équivalene de S-gerbes de lien L pour la relation d'équivalene
suivante: G et G ′ sont dites équivalentes au sens de Giraud s'il existe une équivalene
ǫ : G → G ′ liée par idL. On note [G] la lasse d'une S-gerbe de lien L.
Exemple 1.7.2. Soient S un shéma, GS un S-shéma en groupes, et G
′
S une S-forme
intérieure de GS. Alors les gerbes Tors (S,GS) et Tors (S,G
′
S) ont évidemment même
lien (d'après le lemme 1.6.11), et e lien n'est autre que lien GS. En outre, il existe une
équivalene
ǫ : Tors (S,GS) −→ Tors (S,G
′
S)
mais ǫ n'est pas forément liée par l'identité. En eet, on déduit de la suite exate de
faiseaux:
0 −→ Z (GS) −→ GS −→ Int GS −→ 0
une suite longue d'ensembles pointés:
H1 (S,GS)
α
−→ H1 (S, Int GS)
β
−→ H2 (S, Z (GS))
Comme nous le verrons bientt, le groupe H2 (S, Z (GS)) agit simplement transitivement
sur l'ensemble H2 (S, lien GS); en outre, la proposition IV.3.2.6 de [Gi71℄ assure que
l'ensemble H1 (S, Int GS) agit transitivement (par l'intermédiaire de β) sur l'ensemble
H2 (S, lien GS)
′
des lasses neutres de S-gerbes liées par GS.
Par onséquent, les gerbes Tors (S,GS) et Tors (S,G
′
S) ne sont équivalentes (au sens
de Giraud) que si G′S est une S-forme intérieure de GS telle que:
β ([G′S]) = 0 ∈ H
2 (S, Z (GS))
Remarquons pour onlure et exemple que si G′S est une S-forme intérieure de
GS, alors les gerbes Tors (S,GS) et Tors (S,G
′
S) sont équivalentes au sens de Breen (f.
[Br94a℄), i.e. représentent la même lasse dans:
H1 (S,GS → Aut GS)
Avant d'aller plus loin, ommençons par quelques faits et remarques élémentaires on-
ernant le H2 à valeurs dans un lien.
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Fait 1.7.3. Soient S un shéma et L un S-lien. L'ensemble H2 (S,L) est non-vide si et
seulement si L est réalisable.
Preuve: triviale, d'après la dénition de lien réalisable.

Fait 1.7.4. Soient S un shéma et L un S-lien. Soient G et G ′ deux S-gerbes équivalentes
(au sens de Giraud ou non) de lien L. Si G est neutre, alors G ′ est également neutre.
On appelle lasse neutre de H2 (S,L) une lasse de S-gerbes équivalentes au sens de
Giraud et de lien L dont un (don tous, par e qui préède) représentant est neutre.
Preuve: si G est neutre, alors elle a une setion au-dessus de S. L'équivalene entre
G et G ′ fournit alors une setion de G ′ au-dessus de S. Don G ′ est neutre à son tour.

Fait 1.7.5. Soient S un shéma et GS un shéma en groupes sur S. Alors l'ensemble
H2 (S, lien GS) possède une lasse privilégiée:
[Tors (S,GS)]
On l'appelle la lasse triviale de H2 (S, lien GS).
L'ensemble H2 (S, lien GS) possède don toujours ette lasse triviale, mais il peut
aussi (d'après l'exemple 1.7.2) posséder plusieurs lasses neutres, diérentes de la lasse
triviale. Expliitement, ave les notations du fait i-dessus, soit G′S une S-forme intérieure
de GS. Si β ([G
′
S]) 6= 0, alors la gerbe Tors (S,G
′
S) n'est pas équivalente (au sens de
Giraud) à la gerbe Tors (S,GS). Dans ette situation don, la lasse [Tors (S,G
′
S)] est une
lasse neutre de H2 (S, lien GS), diérente de la lasse triviale.
Evidemment, la situation est nettement plus simple si l'on onsidère un shéma en
groupes abéliens:
Fait 1.7.6. Soient S un shéma et GS un S-shéma en groupes abéliens. L'ensemble
H2 (S, lien GS) possède une unique lasse neutre, qui est la lasse triviale: [Tors (S,GS)].
Preuve: puisque GS est abélien, il ne possède pas d'automorphisme intérieur non-
trivial. La suite exate de ohomologie (f. setion préédente):
H1 (S, Int GS) −→ H
1 (S,Aut GS)
λ
−→ H1 (S,Out GS)
se réduit alors à l'identité:
H1 (S,Aut GS)
id
−→ H1 (S,Aut GS)
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Autrement dit, il existe un unique (à isomorphisme près) S-lien loalement représentable
par GS: le lien lien GS lui-même, d'où le fait.

Dans e as, on pourra noter 0 ette unique lasse neutre (et on pourra alors parler
de lasse nulle). En eet:
Fait 1.7.7. Soient S un shéma et GS un S-shéma en groupes abéliens. L'ensemble
H2 (S, lien GS) possède une loi de groupe. De plus les groupes H
2 (S, lien GS) et H
2
e´t (S,GS)
sont isomorphes.
Preuve: 'est la proposition IV.3.5.1 de [Gi71℄.

Enn le théorème suivant est d'une importane apitale, puisqu'il permet de réduire
la ohomologie à valeurs dans un lien à elle de son entre:
Fait 1.7.8 (Théorème IV.3.3.3 de [Gi71℄). Soient S un shéma et L un S-lien. Alors
l'ensemble H2 (S,L) est un pseudo-torseur sous H2 (S, Z (L))17, Z (L) désignant le entre
du lien L.
Dans le as partiulier où L = lien G est représentable par un faiseau de groupes
G sur S, l'ensemble H2 (S, lien G) est prinipal homogène sous l'ation de H2 (S, Z (G))
(puisque le entre de lien G est représentable par le entre de G [Gi71℄ IV.1.5.3.(iii)).
Dénition 1.7.9. Soient S un shéma et L un S-lien. Nous dirons que l'ensemble
H2 (S,L) est inessentiel s'il est non-vide et s'il n'est omposé que de lasses neutres.
D'après le fait préédent, lorsque G est un faiseau de groupes abéliens sur S, l'ensemble
H2 (S, lien G) est inessentiel si et seulement si il est réduit à la lasse nulle.
Voii maintenant un exemple de situation partiulièrement important où le H2 est
inessentiel, et qui est en partie une onséquene du fait 1.7.8.
Théorème 1.7.10. Soient k un orps de aratéristique nulle et G un k-groupe al-
gébrique. Alors l'ensemble H2 (k, lien G) est inessentiel dans les as suivants:
(i) G est semi-simple adjoint;
(ii) k est un orps de nombres purement imaginaires et G est semi-simple;
(iii) k est un orps de nombres et G est semi-simple simplement onnexe.
Preuve: pour les as (ii) et (iii), 'est le théorème VI.3.2 de [Do76℄. Pour le as
où G est semi-simple adjoint, ommençons par noter que l'ensemble H2 (k, lien G) n'est
17
I.e. H2 (S,L) est vide ou prinipal homogène sous l'ation de H2 (S,Z (L)).
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pas vide, puisqu'il possède au moins la lasse triviale. D'après le fait 1.7.8, il est don
prinipal homogène sous H2 (k, Z (G)). Or, G étant adjoint, son entre est trivial. Don
le groupe H2 (k, Z (G)) est nul, et l'ensemble H2 (k, lien G) est réduit à la lasse triviale.
En partiulier, il est inessentiel.

Pour ahever e hapitre, nous donnons deux exemples d'appliation de e théorème.
Corollaire 1.7.11. Soient k un orps de aratéristique nulle, et G une k-forme de
PGLn. Toute k-gerbe de lien lien G est neutre.
Preuve: 'est une onséquene direte du théorème 1.7.10, puisque PGLn est semi-
simple adjoint.

Corollaire 1.7.12. Si k est un orps de nombres, l'appliation:
δn : H
1 (k, PGLn) −→ nBr k
est bijetive. Autrement dit, tout élément d'ordre n dans Br k est l'image par δn d'une
k-algèbre simple entrale d'indie n. En termes de gerbes, ela revient à dire que toute
k-gerbe liée par µn ('est en partiulier un k-hamp de Deligne-Mumford) est la gerbe des
trivialisations d'une k-algèbre simple entrale d'indie n.
Preuve: de la suite exate de faiseaux sur k:
0 −→ µn −→ SLn −→ PGLn −→ 1
on déduit l'existene d'une appliation injetive
18
:
1 −→ H1 (k, PGLn)
δn−→ H2 (k, µn) = nBr k
Soit [G] ∈ nBr k. L'obstrution à e que ette lasse appartienne à l'image de δn
est mesurée par une gerbe dont le lien est représentable par une forme de SLn [Gi71℄
IV.4.2.10. Comme SLn est semi-simple simplement onnexe, ette gerbe est neutre d'après
le théorème 1.7.10. Don δn est bijetive.

Remarque 1.7.13. En fait, il est déjà onnu que ette appliation est bijetive dans bien
d'autres as que les orps de nombres (f. [CTGP03℄). Remarquons aussi qu'il existe des
orps sur lequels δn n'est pas bijetive; 'est le as du orps KM onstruit par Merkurjev
pour obtenir un ontre-exemple à une onjeture de Kaplansky [Me91℄. Il existe en eet
sur KM une algèbre simple entrale d'indie 4, mais d'esposant 2 (i.e. dont l'image dans
18
La seule trivialité de l'ensemble H1 (k, SLn) n'entraîne pas l'injetivité de δ
n
f. [Ja00℄.
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Br k est d'ordre 2). Une telle algèbre simple entrale représente don une lasse de
H1 (KM , PGL4) dont l'image par l'isomorphisme:
∆ : BrAzKM −→ Br KM
appartient à 2Br KM . Il s'ensuit que l'appliation:
δ2 : H
1 (KM , PGL2) −→ H
2 (KM , µ2) = 2Br KM
n'est pas surjetive.
Par onséquent:
Corollaire 1.7.14. Il existe une KM -forme SL
′
2 de SL2 telle que H
2 (KM , lien SL
′
2)
possède une lasse non-neutre.
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Chapter 2
Desente de torseurs et points
rationnels: le as abélien
Dans [DD87℄, Dèbes et Douai montrent que l'obstrution à e qu'un G-revêtement
f¯ : X¯ → B¯ de orps des modules k soit déni sur k est mesurée par une gerbe (la gerbe
des modèles G
(
f¯
)
du G-revêtement) loalement liée par le entre de G. Si G est abélien,
ou si Z (G) est un fateur diret de G, ette gerbe est neutre lorsque la suite exate de
groupes fondamentaux:
1 −→ Πk¯
(
B¯∗
)
−→ Πk (B
∗) −→ Γ −→ 1
est sindée (où B∗ = B −D, D étant le lieu de ramiation du G-revêtement). C'est en
partiulier le as lorsque la base du revêtement possède un point k-rationnel (en dehors
du lieu de ramiation). L'objetif de e hapitre est d'obtenir le même type d'énoné
pour les torseurs sous un shéma en groupes abéliens.
On se plae don dans la situation suivante: k est un orps de aratéristique nulle,
dont on xe une lture algébrique k¯ et dont on note Γ le groupe de Galois absolu; X est
un k-shéma géométriquement onnexe, quasi-ompat et quasi-séparé, π : X → Spe k
est le morphisme strutural, et G est un k-groupe algébrique linéaire abélien.
Une première idée onsiste à utiliser la suite spetrale de Leray attahée à ette situ-
ation:
Ep,q2 = H
p (k, Rqπ∗GX) =⇒ H
p+q (X,GX) = E
p+q
Dans e que nous serons amenés à onsidérer omme les bons as (i.e. lorsque la
ondition G¯X
(
X¯
)
= G¯
(
k¯
)
est satisfaite), la suite exate à 5 termes assoiée à la suite
spetrale i-dessus s'érit:
0 −→ H1 (k,G) −→ H1 (X,GX)
u
−→ H1
(
X¯, G¯X
)Γ δ1
−→ H2 (k,G)
v
−→ H2 (X,GX)
Cette suite est évidemment parfaitement adaptée à notre problème de desente, puisqu'on
y lit diretement l'obstrution à e qu'un G¯X-torseur P¯ sur X¯ de orps des modules
k soit déni sur k. Plus préisément, le morphisme δ1 déni en algèbre homologique
a une interprétation en termes de gerbes: 'est elui qui assoie à une lasse
[
P¯
]
la
lasse d'équivalene
[
D
(
P¯
)]
de la gerbe d'un quelonque de ses représentants (f. [Gi71℄
V.3.1.4.1). Dire que P¯ est déni sur k, 'est exatement dire que
[
P¯
]
appartient à l'image
de u, e qui équivaut don à la nullité de la gerbe D
(
P¯
)
∈ H2 (k,G). Nous verrons
que l'existene d'un point k-rationnel sur X entraîne alors que tout G¯X sur X¯ de orps
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des modules k est déni sur k, ou de façon équivalente, que le morphisme u est surje-
tif. Notons que ette approhe fournit, à peu de frais, des résultats sur la desente des
G-revêtements abéliens.
Dans la deuxième setion, on s'intéresse à e qui se passe en général, si l'on n'impose
plus la ondition G¯X
(
X¯
)
= G¯
(
k¯
)
. Nous montrons que le point-lef est nalement la
omparaison entre les faiseaux (sur k) G et π∗GX . Pour illustrer les diérenes entre
ette situation et elle de la première setion, on s'intéresse en partiulier à une variété
X telle que:
Gm,X¯
(
X¯
)
6= Gm,k¯
(
k¯
)
Plus préisément, on a:
k¯ [X ]∗ = k¯∗ ⊕ Z
Dans ette situation partiulière, l'existene d'un point k-rationnel ne sut pas à e
que tout Gm,X¯ -torseur sur X¯ de orps des modules k soit déni sur k.
Enn, nous nous plaçons dans la dernière setion sur un orps de nombres, et nous
utilisons un résultat de Skorobogatov qui assure que la desente des torseurs sous des
groupes abéliens sur des bonnes variétés est possible dès qu'il existe sur X des points
adéliques d'un ertain type, e qui est plus faible que de demander l'existene de points
k-rationnels.
2.1 Conséquenes de la suite spetrale de Leray
Dans ette setion, k désigne un orps de aratéristique nulle, dont on hoisit une
lture algébrique k¯; on note Γ = Gal
(
k¯/k
)
le groupe de Galois absolu de k. On onsidère
G un k-groupe algébrique abélien. Enn on se donne:
π : X −→ Spe k
un k-shéma géométriquement onnexe, quasi-ompat et quasi-séparé, et on suppose
satisfaite la ondition:
G¯X
(
X¯
)
= G¯
(
k¯
)
Rappelons quelques dénitions:
Dénition 2.1.1. Un morphisme de shémas f : X → Y est dit:
(i) quasi-ompat si pour tout ouvert quasi-ompat U de Y , l'image réiproque f−1 (U)
est quasi-ompate;
(ii) quasi-séparé (resp. séparé) si le morphisme diagonal
∆f : X ×Y X −→ Y
est quasi-ompat (resp. une immersion fermée).
Un k-shéma est dit quasi-ompat (resp. quasi-séparé, resp. séparé) si le morphisme
strutural X → Spe k est quasi-ompat (resp. quasi-séparé, resp. séparé).
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Exemple 2.1.2. Un morphisme séparé est quasi-séparé, puisqu'une immersion fermée est
quasi-ompate; un morphisme noethérien est quasi-ompat (f. [EGA1℄ I.6.1.9); un mor-
phisme ane est quasi-ompat et séparé (f. [EGA1℄ I.9.1.3); le aratère quasi-ompat
(resp. quasi-séparé) est stable par omposition et par hangement de base quelonque
(f. [EGA1℄ I.6.1.5, resp. I.6.1.9);. . .
Ave es hypothèses sur X et G, on a une suite exate à 5 termes:
(S1) : 0 −→ H1 (k, π∗GX) −→ H
1 (X,GX)
u
−→ H0 (k, R1π∗GX)
δ1
−→ H2 (k, π∗GX)
v
−→ H2 (X,GX)
qui est la suite exate en basses dimensions assoiée à la suite spetrale de Leray:
Ep,q2 = R
pΓ k (R
qπ∗GX) =⇒ R
p+qΓ X (GX) = E
p+q
où:
Γ k : FAGRAB (k) −→ Ab (resp. Γ X : FAGRAB (X) −→ Ab)
est le fonteur qui assoie à un faiseau de groupes abéliens sur le site étale de k (resp. de
X) le groupe abélien de ses setions globales. Comme par dénition les fonteurs dérivés
à droite de es fonteurs sont justement les fonteurs ohomologie, on peut réérire la
suite spetrale i-dessus:
Ep,q2 = H
p (k, Rqπ∗GX) =⇒ H
p+q (X,GX) = E
p+q
On peut maintenant rendre plus agréable l'expression de la suite (S1) grâe au théorème
5.2 de [SGA4-VIII℄ dont voii l'énoné:
Théorème 2.1.3. Soient f : Z → Y un morphisme quasi-ompat et quasi-séparé de
shémas, G un faiseau abélien sur Z, y un point de Y , y¯ le point géométrique au-dessus
de y, relatif à une lture séparable k (y¯) de k (y), Y¯ = Spe (OY,y¯) le shéma loalisé
strit orrespondant, Z¯ = Z×Y Y¯ , G¯ l'image inverse de G sur Z¯. Alors l'homomorphisme
anonique:
(Rqf∗G)y¯ −→ H
q
(
Z¯, G¯
)
est un isomorphisme, pour tout q ≥ 0.
Remarque 2.1.4. Cet énoné reste valable (d'après la remarque 5.3 de [SGA4-VIII℄)
pour un faiseau de groupes G sur Z non-néessairement abélien, pour q = 0 et q = 1,
en prenant pour R1f∗G la dénition de [Gi71℄ V.2.1: 'est le faiseau sur Y assoié au
préfaiseau dont l'ensemble des setions R1f∗G (Y
′) au-dessus d'un ouvert étale (Y ′ → Y )
est donné par:
R1f∗G (Y
′) = H1
(
Z ×Y Y
′, G|Z×Y Y ′
)
Corollaire 2.1.5. Sous les hypothèses du début de ette setion, on a des isomorphismes:
(π∗GX)
Spe k¯ ≈ G¯
(
k¯
)
(
R1π∗GX
)
Spe k¯
≈ H1
(
X¯, G¯X
)
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Preuve: il sut d'appliquer le théorème i-dessus ave Z = X , Y = Spe k, f = π
et G = GX , et d'utiliser (pour obtenir le premier isomorphisme) l'hypothèse G¯X
(
X¯
)
=
G¯
(
k¯
)
.

Par onséquent, on peut réérire la suite (S1):
(S2) : 0 −→ H1 (k,G) −→ H1 (X,GX)
u
−→ H1
(
X¯, G¯X
)Γ δ1
−→ H2 (k,G)
v
−→ H2 (X,GX)
Remarque 2.1.6. De fait, l'image du morphisme v est inluse dans la partie transgressive
H2 (X,GX)
alg
, qui est le noyau du morphisme évident:
H2 (X,GX) −→ H
2
(
X¯, G¯X
)
Ces onsidérations nous amènent à introduire une nouvelle notation:
Dénition 2.1.7. Soit k un orps. On appelle k-shéma de type (∗) un k-shéma
géométriquement onnexe, quasi-ompat et quasi-séparé.
Une première onséquene de l'exatitude de la suite (S2) est la suivante:
Théorème 2.1.8 (Obstrution abélienne à l'existene d'un point rationnel).
Soient k un orps de aratéristique nulle, X un k-shéma de type (∗), et G un k-groupe
algébrique abélien tels que G¯X
(
X¯
)
= G¯
(
k¯
)
.
Si X (k) 6= ∅, alors tout G¯X-torseur sur X¯ de orps des modules k est déni sur k.
Preuve: l'existene d'un point k-rationnel sur X entraîne l'existene d'une rétration
du morphisme v : H2 (k,G) → H2 (X,GX). Don v est injetif
1
, don le obord δ1 de la
suite (S2) est nul, don le morphisme u est surjetif, d'où la onlusion.

Remarque 2.1.9. Il revient au même de dire, ave les notations et hypothèses du
théorème, l'existene d'un point k-rationnel sur X entraîne l'existene d'un point k-
rationnel de la gerbe des modèles de tout G¯X-torseur sur X¯ de orps des modules k.
Une dernière manière de traduire l'énoné préédent est que lorsque X possède un
point rationnel, il n'existe pas d'obstrution à la desente des G¯X-torseurs de orps des
modules k.
En outre, on peut prolonger la suite exate (S2): en eet, on peut assoier à toute
suite spetrale:
Ep,q2 =⇒ E
p+q
1
Puisque dans la atégorie des groupes abéliens, il est équivalent de dire qu'un morphisme est injetif
ou qu'il possède une rétration.
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une suite exate:
0 −→ E1,02 −→ E
1 −→ E0,12 −→ E
2,0
2 −→ E
2,tr −→ E1,12 −→ E
3,0
2
où:
E2,tr = ker
{
E2 −→ E0,22
}
Sous les hypothèses du théorème 2.1.8, on obtient ainsi la suite exate:
(S3) : 0 −→ H1 (k,G) −→ H1 (X,GX)
u
−→ H1
(
X¯, G¯X
)Γ δ1
−→ H2 (k,G)
v
−→ H2 (X,GX)
alg w−→ H1
(
k,H1
(
X¯, G¯X
)) δ2
−→ H3 (k,G)
On en déduit don la:
Proposition 2.1.10. Soient k un orps de aratéristique nulle, X un k-shéma de type
(∗), et G un k-groupe algébrique tels que G¯X
(
X¯
)
= G¯
(
k¯
)
.
Si X (k) 6= ∅ alors:
(i) la suite:
0 −→ H1 (k,G) −→ H1 (X,GX)
u
−→ H1
(
X¯, G¯X
)Γ
−→ 0
est exate;
(ii) la suite:
0 −→ H2 (k,G)
v
−→ H2 (X,GX)
alg w−→ H1
(
k,H1
(
X¯, G¯X
))
−→ 0
est exate. En partiulier:
H1
(
k,H1
(
X¯, G¯X
))
≈
H2 (X,GX)
alg
H2 (k,G)
(iii) le morphisme z : H3 (k,G) −→ H3 (X,GX) est injetif.
Preuve: l'existene d'un point k-rationnel sur X entraîne l'existene de rétrations
des morphismes v et z, d'où la onlusion, en utilisant l'exatitude de la suite (S3).

Nous donnons maintenant des exemples d'appliations de es propriétés aux groupes
de Piard et de Brauer d'une k-variété, ainsi qu'aux G-revêtements abéliens.
• Appliation aux groupes de Piard et de Brauer
On s'intéresse don ii au as partiulier où G = Gm,k. De manière à pouvoir utiliser
les résultats préédents, on souhaite voir remplie la ondition:
Gm,X¯
(
X¯
)
= Gm,k¯
(
k¯
)
'est-à-dire:
k¯ [X ]∗ = k¯∗
Pour es appliations, nous onsidérons don une k-variété X propre2. En érivant
alors la suite (S3) ave G = Gm,k, on obtient la suite exate:
2
Mais les résultats obtenus ii sont enore valables pour une variété X telle que: k¯ [X ]∗ = k¯∗; une
telle variété n'est pas néessairement propre (on peut par exemple penser à l'espae ane Ank ).
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(S4) : 0 −→ Pi X −→
(
Pi X¯
)Γ
−→ Br k −→ BralgX
−→ H1
(
k,Pi X¯
)
−→ H3 (k,Gm,k)
où: Br
algX = ker
{
Br X → Br X¯
}
est le groupe de Brauer transgressif de X . De ette
suite exate, on déduit immédiatemment la:
Proposition 2.1.11. Si X est une k-variété propre, et si X (k) 6= ∅, alors:
(i) tout bré en droites sur X¯ de orps des modules k est déni sur k;
(ii) la suite:
0 −→ Br k −→ BralgX −→ H1
(
k,Pi X¯
)
−→ 0
est exate;
(iii) le morphisme H3 (k,Gm,k) −→ H3 (X,Gm,X) est injetif.
Preuve: 'est une onséquene immédiate de la proposition 2.1.10.

Notons tout de suite que le (i) de la proposition i-dessus ne peut pas fournir réellement
d'obstrution à l'existene d'un point k-rationnel lorsque k est un orps de nombres. Plus
expliitement:
Proposition 2.1.12. Soient k un orps de nombres, Ak son anneau des adèles, et soit
X une k-variété propre. Si X (Ak) 6= ∅, alors le morphisme:
Pi X −→
(
Pi X¯
)Γ
est un isomorphisme.
Preuve: soit L¯ un bré en droites sur X¯ de orps des modules k. La gerbe des
modèles D
(
L¯
)
vit dans Br k. Mais, omme X a un kv-point pour toute plae v de k:
D
(
L¯
)
⊗k kv = lov
(
D
(
L¯
))
est neutre, pour toute plae v de k (lov : Br k → Br kv étant le morphisme évident). En
partiulier, D
(
L¯
)
est dans le noyau de l'appliation lo intervenant dans la élèbre suite
exate:
0 //
Br k
lo //
⊕
v∈Ωk
Br kv
∑
invv // Q/Z // 0
Don D
(
L¯
)
= 0, don L¯ est déni sur k.

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L'exatitude de la suite (S4) a aussi des onséquenes sur le alul de l'obstrution de
Brauer-Manin
3
d'une variété. Expliitement, supposons toujours X propre: l'obstrution
de Brauer-Manin de X assoiée à B (X) (en reprenant la terminologie de [CTS87℄, dé-
nition 3.1.1), que nous noterons mH,B(X) (X), est un élément de
B (X)D = Hom (B (X) ,Q/Z)
où B (X) est le groupe onstruit à partir du groupe de Brauer de la façon suivante: on
ommene par poser:
BraX =
Br
algX
im (Br k → Br X)
puis on dénit B (X) (resp. X1
(
k,Pi X¯
)
) omme le noyau de l'appliation de loalisa-
tion:
BraX →
∏
v∈Ωk
Bra (X ⊗k kv)
(
resp. H1
(
k,Pi X¯
)
→
∏
v∈Ωk
H1
(
kv,Pi X¯
))
En utilisant l'exatitude de la suite (S4) on obtient:
BraX ≈ H
1
(
k,Pi X¯
)
don en passant aux noyaux sur toutes les plaes, on a:
B (X) ≈X1
(
k,Pi X¯
)
Le alul de l'obstrution de Brauer-Manin de X assoiée à B (X) se ramène don
essentiellement au alul de Pi X¯ . D'où par exemple la:
Proposition 2.1.13. Soient k un orps de nombres et X une k-variété qui est:
(i) une variété de Severi-Brauer;
(ii) une intersetion omplète lisse de dimension ≥ 3;
alors:
B (X) = 0
En partiulier, l'obstrution de Brauer-Manin mH,B(X) (X) d'une telle variété est
nulle.
Preuve: elle repose sur le fait que dans les deux as, on a Pi X¯ = Z.4 Don
H1
(
k,Pi X¯
)
= 0, et a fortiori X1
(
k,Pi X¯
)
= 0. D'où la onlusion, puisquemHB(X) (X) ∈
B (X)D et B (X) ≈X1
(
k,Pi X¯
)
.

3
Pour la dénition et la onstrution de ette obstrution, nous renvoyons à la setion 2.3.1 du présent
hapitre.
4
C'est trivial pour les variétés de Severi-Brauer, et nous renvoyons à la démonstration de la proposition
suivante pour le as des intersetions omplètes.
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Cet énoné n'est toutefois absolument pas surprenant dans la mesure où le groupe de
Brauer de telles variétés est trivial dans le sens suivant:
Proposition 2.1.14. La onjeture de Grothendiek est trivialement vraie pour les
variétés de Severi-Brauer et pour les variétés intersetions omplètes lisses dans Pn de
dimension ≥ 3 sur un orps k de aratéristique nulle. Plus préisément, si X est une
telle variété, alors:
BrAzX ≈ Br k ≈ Br X
BrAzX désignant le groupe des lasses d'isomorphie d'algèbres d'Azumaya sur X.
Preuve: si X est une variété de Severi-Brauer: alors il existe un entier n tel que:
X¯ ≈ Pn
k¯
. Par suite, Pi X¯ = Z, don H1
(
k,Pi X¯
)
= 0, don Br k = BralgX . De plus,
Br X¯ = 0, ar le groupe de Brauer d'un espae projetif sur un orps algébriquement los
est nul [Gr68℄. Don Br
algX = Br X .
Si X est une intersetion omplète lisse dans Pn de dimension ≥ 3: ommençons par
montrer: Pi X¯ = Z. D'après le prinipe de Lefshetz (f. [Har92℄ 15.1), k étant de
aratéristique nulle, on peut supposer k¯ = C. Supposons dans un premier temps que X
est une hypersurfae: on a le diagramme ommutatif et à lignes exates suivant:
. . . // H1
(
X¯,OX¯
)
//H1
(
X¯,O∗
X¯
)
// H2
(
X¯,Z
)
// H2
(
X¯,OX¯
)
// . . .
. . . // H1 (Pn,OPn) //
OO
H1 (Pn,O∗Pn)
//
OO
H2 (Pn,Z) //
OO
H2 (Pn,OPn) //
OO
. . .
les lignes étant obtenues à partir de la suite exponentielle, et les olonnes à partir de
l'inlusion: X¯ →֒ Pn. Pour des raisons évidentes de dimension5, les groupes:
H1
(
X¯,OX¯
)
, H2
(
X¯,OX¯
)
, H1 (Pn,OPn) et H2 (Pn,OPn)
sont nuls. D'autre part, le théorème de la setion hyperplane de Lefshetz (f. [GH78℄
p.156) assure que le morphisme:
H2 (Pn,Z) −→ H2
(
X¯,Z
)
est un isomorphisme. Don:
H1
(
X¯,O∗X¯
)
≈ H1 (Pn,O∗Pn)
'est-à-dire:
Pi X¯ ≈ Z
Pour obtenir ette propriété dans le as où X¯ est une intersetion omplète lisse dans
Pn (et non plus seulement une hypersurfae), il sut d'appliquer le théorème de la setion
hyperplane susamment de fois (préisément n−dim X¯ fois). D'après la suite (S4), on
a déjà:
Br
algX = Br k
5
PourHi (Pn,OPn), i = 1, 2, 'est exatement le (b) du théorème III.5.1 de [Hart77℄; pourHi
(
X¯,OX¯
)
,
i = 1, 2, 'est le () de l'exerie III.5.5 de lo. it.
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La onlusion provient alors du fait que le morphisme naturel
BrAzX −→ Br X
est toujours injetif, et de e que Br X¯ = 0 dans e as [Ma74℄.

• Appliation aux G-revêtements (G abélien)
On onsidère X une k-variété projetive géométriquement irrédutible et G un groupe
ni abélien. Dans e as, G-revêtements étales et G-torseurs oïnident, et l'obstrution à
e qu'un G-revêtement f¯ : Y¯ → X¯ de orps des modules k soit déni sur k est mesuré par
une gerbe G
(
f¯
)
vivant dans H2 (k,G). Une onséquene presque immédiate de la suite
spetrale de Leray est l'énoné suivant (qui est à rapproher du théorème de Combes-
Harbater):
Théorème 2.1.15. Ave les notations introduites plus haut, si X possède un point k-
rationnel en dehors du lieu de ramiation de f¯ , alors le G-revêtement f¯ est déni sur
k.
Preuve: On note X∗ = X − R, où R est le lieu de ramiation de f¯ , X¯∗ = X¯ − R¯,
et f¯ ∗ : Y¯ ∗ → X¯∗ la restrition de f¯ à X¯∗. La ondition G¯
(
X¯
)
= G¯
(
k¯
)
est satisfaite, ar
G est ni, et la onlusion provient alors de e que l'existene d'un point k-rationnel sur
X∗ entraîne l'existene d'une rétration du morphisme v dans la suite exate:
0 −→ H1 (k,G) −→ H1 (X∗, G)
u
−→ H1
(
X¯∗, G
)Γ δ1
−→ H2 (k,G)
v
−→ H2 (X∗, G)

Si l'on suppose maintenant k = Q, et:
X (AQ) 6= ∅
'est-à-dire si l'on suppose que X a des points réels et des points p-adiques pour tout
nombre premier p, alors:
G
(
f¯
)
⊗Q R = 0
et:
G
(
f¯
)
⊗Q Qp = 0, ∀ p premier
'est-à-dire:
G
(
f¯
)
∈X2 (Q, G) = 0
On retrouve ainsi le prinipe loal-global de Dèbes et Douai (f. [DD97℄ theorem 3.8):
Théorème 2.1.16 (Prinipe loal-global pour les G-revêtements abéliens). Ave
les notations indiquées i-dessus, un G-revêtement f¯ : Y¯ → X¯ de orps des modules Q
est déni sur Q si et seulement si il est déni sur R et sur Qp pour tout premier p. C'est
en partiulier le as si X possède des points adéliques.
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2.2 De l'importane de la ondition G¯X
(
X¯
)
= G¯
(
k¯
)
Nous ommençons par un exemple (dû à J.-L. Colliot-Thélène et O. Gabber) illustrant
le aratère indispensable de ette ondition. Soit k un orps possédant une extension
ylique non-triviale L. Il existe don une lasse α non-nulle dans H2 (k,Z). On onsidère
le k-shéma:
X = Gm = Spe k
[
T, T−1
]
On xe k¯ une lture séparable de k, et on note omme d'habitude X¯ = X ⊗k k¯. Les
fontions inversibles sur X¯ sont données par:
k¯ [X ]∗ ≈ k¯∗ ⊕ Z
le sindage étant obtenu par évaluation en T = 1:
0 // Z // k¯ [X ]
∗ ev1 // k¯∗
~~
// 0
n  // T n
µT n  // µ
On en déduit la suite exate:
H2 (k,Z)
i
−→ H2
(
k, k¯ [X ]∗
)
−→ Br k
Remarquons que le morphisme i est injetif, ar H1
(
k, k¯∗
)
= 0. Notons:
β = i (α) .
β est don un élément non-nul de H2
(
k, k¯ [X ]∗
)
. D'autre part, on a un morphisme
6
:
j : H2
(
k, k¯ [X ]∗
)
−→ Br X
Comme X est ane, le monomorphisme de groupes:
∆ : BrAzX −→ Br X
obtenu en assoiant à une algèbre d'Azumaya sur X la gerbe de ses banalisations (f.
[Gi71℄ V.4.2) est un isomorphisme (f. [Ga80℄ thm. 1 p.163). Par suite il existe une un
shéma de Severi-Brauer Y → X telle que:
∆(Y ) = j (β)
Comme l'évaluation de β en 1 est triviale, Y possède un point k-rationnel au-dessus
de T = 1. En partiulier:
Y (k) 6= ∅
6
C'est l'edge E2,02 −→ E
2
de la suite spetrale de Leray:
Hp (k,Rqpi∗Gm,X) =⇒ H
p+q (X,Gm,X) .
2.2. DE L'IMPORTANCE DE LA CONDITION G¯X
(
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)
= G¯
(
K¯
)
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De la suite spetrale de Leray et du morphisme Y → X on déduit le diagramme ommu-
tatif et à lignes exates suivant:
Pi Y //
(
Pi
Y¯
)Γ δY // H2 (k, k¯ [Y ]∗) uY //
Br Y
Pi X //
OO
(
Pi X¯
)Γ δX //
OO
H2
(
k, k¯ [X ]∗
) uX //w
OO
Br X
OO
On a k¯ [X ]∗ = k¯ [Y ]∗,7 et w est un isomorphisme. β (identié à son image par w dans
H2
(
k, k¯ [Y ]∗
)
) est non-nul, mais uY (β) = 0. Don le morphisme uY n'est pas injetif,
malgré l'existene d'un point k-rationnel. En partiulier, le morphisme Pi Y →
(
Pi Y¯
)Γ
n'est pas surjetif.
Proposition 2.2.1. Pour le k-shéma Y onstruit i-dessus, le morphisme
Pi Y →
(
Pi Y¯
)Γ
n'est pas surjetif, bien que Y possède un point k-rationnel.
Nous montrons maintenant pourquoi, sur et exemple, l'existene d'un point k-rationnel
sur Y n'entraîne pas l'existene d'une rétration du morphisme v dans la suite exate ('est
la suite (S1) déduite de la suite spetrale de Leray):
(S5) : Pi Y
u
−→ H0
(
k, R1π∗Gm,Y
) δ1
−→ H2 (k, π∗Gm,Y )
v
−→ Br Y
où π désigne le morphisme strutural Y → Spe k, obtenu par omposition à partir des
morphismes Y → X et X → Spe k.
Commençons par dérire δ1: soit P un élément de H0 (k, R1π∗Gm,Y ); 'est une setion
globale du faiseau R1π∗Gm,Y , et 'est don la donnée:
• d'une famille d'extensions étales (Li/k)i∈I ;
• pour tout i ∈ I, d'un Gm,YLi -torseur Pi → YLi;
• pour tout ouple (i, j) ∈ I × I, d'un isomorphisme:
ϕij : Pj|YLij
−→ Pi|YLij
7
Car le morphisme Y → X est lisse ave des bres propres et géométriquement intègres. Don une
fontion inversible sur Y a une restrition à la bre générique qui est onstante (je remerie D. Harari
pour et argument).
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On peut maintenant donner une desription tout-à-fait onrète de e qui empêhe P
d'appartenir à l'image du morphisme u. Pour tout triplet (i, j, k) ∈ I3, on a le diagramme
suivant:
Pk ×YLk YLijk
ϕik
∣∣∣∣YLijk //
ϕjk
∣∣∣∣YLijk %%KKKK
KKK
KKK
KKK
KKK
Pi ×YLi YLijk
Pj ×YLj YLijk
ϕij ∣∣∣∣YLijk
99sssssssssssssss
qui n'a auune raison d'être ommutatif. On pose alors:
cijk = ϕij|YLijk
◦ ϕjk|YLijk
◦
(
ϕik|YLijk
)−1
Il est immédiat que (cijk)i,j,k∈I est un 2-oyle, qui mesure l'obstrution à e que la
famille des isomorphismes (ϕij)i,j∈I , qui est une donnée de reollement sur les Pi soit une
donnée de desente;
Pk ×YLk YLijk
ϕik
∣∣∣∣YLijk //
ϕjk
∣∣∣∣YLijk %%KKKK
KKK
KKK
KKK
KKK
cijk

Pi ×YLi YLijk
Pj ×YLj YLijk
ϕij ∣∣∣∣YLijk
99sssssssssssssss
Remarquons maintenant que:
cijk ∈ adGm,YLijk
(
Pi ×YLi YLijk
)
, ∀ (i, j, k) ∈ I3
et du fait que Gm est abélien (!), on a:
cijk ∈ Gm,YLijk
(
YLijk
)
= O∗YLijk
(
YLijk
)
, ∀ (i, j, k) ∈ I3
Or, par dénition du faiseau π∗Gm,Y , ei signie enore que:
cijk ∈ π∗Gm,Y (Lijk) , ∀ (i, j, k) ∈ I
3
Par suite, la lasse du 2-oyle:
[cijk] ∈ Hˇ
2
(
(Li/k)i∈I , π∗Gm,Y
)
→֒ Hˇ2 (k, π∗Gm,Y ) ≃ H
2 (k, π∗Gm,Y )
(où le dernier isomorphisme est dû au théorème III.2.17 de [Mi80℄) est exatement l'obstrution
à e que P appartienne à l'image de u.
Passons maintenant à la desription de v. Soit G ∈ H2 (k, π∗Gm,Y ). En utilisant une
fois enore le théorème III.2.17 de [Mi80℄, G est représenté par un 2-oyle:
(gijk)i,j,k∈I′ ∈ Z
2
(
(Li/k)i∈I′ , π∗Gm,Y
)
Par dénition, on a don:
gijk ∈ π∗Gm,Y (Lijk) , ∀ (i, j, k) ∈ I
′3
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)
51
'est-à-dire:
gijk ∈ Gm,Y
(
YLijk
)
, ∀ (i, j, k) ∈ I ′
3
On obtient don trivialement un 2-oyle:
(gijk)i,j,k∈I′ ∈ Z
2
(
(YLi/Y )i∈I′ ,Gm,Y
)
e qui fournit don une interprétation partiulièrement laire du morphisme:
v : H2 (k, π∗Gm,Y ) −→ H
2 (Y,Gm,Y )
Montrons maintenant que l'existene d'un point k-rationnel entraîne l'existene d'un
morphisme:
r : H2 (Y,Gm,Y ) −→ Br k
Soit G ∈ H2 (Y,Gm,Y ); une nouvelle appliation du théorème III.2.17 de [Mi80℄ permet
de supposer que G est représenté par un 2-oyle8:
(γαβǫ)α,β,ǫ∈A ∈ Z
2
(
(Yα/Y )α∈A ,Gm,Y
)
Pour tout (α, β, ǫ) ∈ A3, on a9:
γαβǫ ∈ GY (Yαβǫ)
Puisque Y possède un point k-rationnel y, on peut onsidérer le produit bré:
Yα ×Y,y Spe k
C'est un k-shéma étale, étant obtenu par hangement de base à partir du morphisme
Yα → Y , qui est étale par hypothèse. On note Spe Kα e shéma. Pour résumer la
situation, on a don le diagramme ommutatif suivant:
Gm,Y
vvmmm
mmm
mmm
mmm
mmm
m
h

Yα
fα // Y
π

Gm,k
vvmmm
mmm
mmm
mmm
mm
Spe Kα qα
//
yα
OO
Spe k
y
UU
Revenons maintenant à notre oyle (γαβǫ)α,β,ǫ. Pour tout triplet (α, β, ǫ) ∈ A
3
, le
8
Où (Yα/Y )α∈A est un reouvrement étale de Y qui ne provient pas a priori d'un reouvrement étale
de k.
9
On a noté: Yαβǫ = Yα ×Y Yβ ×Y Yǫ.
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nouveau diagramme i-dessous est ommutatif:
Gm,Y
vvmmm
mmm
mmm
mmm
mmm
m
h

Yαβǫ
cαβǫ
//
fαβǫ // Y
π

Gm,k
vvmmm
mmm
mmm
mmm
mm
Spe Kαβǫ qαβǫ
//
yαβǫ
OO
Spe k
y
UU
où:
Kαβǫ = Kα ⊗k Kβ ⊗k Kǫ
On pose:
ĉαβǫ
y = h ◦ cαβǫ ◦ yαβǫ, ∀ (α, β, ǫ) ∈ A
3
Alors:
ĉαβǫ
y ∈ Gm,k (Kα) , ∀ (α, β, ǫ) ∈ A
3
Ce faisant, on obtient don un 2-oyle:
(ĉαβǫ
y) ∈ Z2
(
(Kα/k)α∈A ,Gm,k
)
Il est immédiat que l'on a ainsi déni un morphisme:
r : H2 (Y,Gm,Y ) −→ Br k
mais du fait que π∗Gm,Y 6= Gm,k, e n'est pas une rétration du morphisme:
u : H2 (k, π∗Gm,Y ) −→ H
2 (Y,Gm,Y )
mais seulement une rétration du morphisme:
u′ : Br k −→ H2 (Y,Gm,Y )
déni de manière évidente vu e qui préède. Pour onlure, on a le diagramme ommu-
tatif:
Pi Y
u // H0 (k, R1π∗Gm,Y )
δ1 // H2 (k, π∗Gm,Y )
v //
Br Y
r
pp
Br k
i
bbDDDDDDDDDDDDDDDD
u′
BB
Remarque 2.2.2. Nous avons armé un peu vite que r est une rétration du morphisme
u′. Pour ompléter la preuve de ette armation, il reste enore à prouver le fait suivant:
si L/k est une extension étale, et en reprenant les notations habituelles:
YL
f //
πL

Y
π

Spe L q
//
Spe k
y

2.2. DE L'IMPORTANCE DE LA CONDITION G¯X
(
X¯
)
= G¯
(
K¯
)
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alors:
Spe L ≃ YL ×f,Y,y Spe k
Pour e faire, on ommene par remarquer que l'existene du point k-rationnel y
entraîne l'existene d'une setion:
yL : Spe L→ YL
du morphisme πL. Son existene (et son uniité d'ailleurs) est assurée par la propriété
universelle du produit bré, puisque l'on dispose du diagramme ommutatif suivant:
Spe L
id
''
y◦q
!!
yL
$$I
I
I
I
I
I
I
I
YL
f //
πL

Y
π

Spe L q
//
Spe k
y
\\
Donnons nous maintenant un shéma Z et deux morphismes
g : Z −→ XL et h : Z −→ Spe k
tels que: f ◦ g = y ◦ h. On a:
Z
g
))
h

Spe L
q //
yL

Spe k
y

YL f
//
πL
OO
Y
π
OO
Il existe un unique morphisme
Y −→ Spe L
rendant ommutatif tout le diagramme i-dessus, le morphisme πL ◦ g. En eet, on a
d'un té:
f ◦ yL ◦ πL ◦ g = f ◦ g
et de l'autre:
y ◦ q ◦ πL ◦ g = f ◦ yL ◦ πL ◦ g = f ◦ g
Enn:
q ◦ πL ◦ g = π ◦ f ◦ g = π ◦ y ◦ h = h
Par suite, le k-shéma Spe L est eetivement le produit bré:
Spe L ≃ YL ×f,Y,y Spe k
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2.3 Points adéliques et torseurs
Le but de ette setion est d'illustrer par des appliations un résultat de Colliot-
Thélène et Sansu [CTS87℄ (étendu par Skorobogatov [Sk99℄ des tores aux groupes mul-
tipliatifs) assurant que l'existene de points adéliques est susante pour desendre des
torseurs sous des groupes abéliens sur des variétés propres. Jusqu'à la n de e hapitre:
• k est un orps de nombres, dont on note Ωk l'ensemble des plaes et Ak l'anneau
des adèles;
• X est une k-variété propre, de telle sorte que10:
X (Ak) =
∏
v∈Ωk
X (kv)
On note toujours π : X → Spe k le morphisme strutural.
On identie l'ensemble des points k-rationnels de X à son image dans
∏
v∈Ωk
X (kv)
par le morphisme diagonal:
X (k) −→
∏
v∈Ωk
X (kv)
x 7−→ (xv = x ◦ pv)v
où:
pv : Spe kv −→ Spe k
est le morphisme évident.
X
π

Spe kv
xv=x◦pv
99t
t
t
t
t
t
t
t
t
t
pv
//
Spe k
x
^^
On a don évidemment l'inlusion:
X (k) ⊂ X (Ak)
Il est don immédiat que X (k) 6= ∅ =⇒ X (Ak) 6= ∅. Un problème diile est
d'arriver à déterminer pour quelles variétés la réiproque est vraie, i.e. l'existene de
points adéliques sur X entraîne l'existene de points rationnels sur X ; 'est e que l'on
appelle le prinipe de Hasse. Plus préisément:
Dénition 2.3.1. Soit X une variété propre sur un orps de nombres k.
(i) Si X (Ak) 6= ∅, on dit que X a des points partout loalement.
10
En général, on a seulement l'inlusion: X (Ak) ⊂
∏
v∈Ωk
X (kv). Le ritère valuatif de propreté (f.
[Hart77℄ II.4.7) fournit l'autre inlusion.
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(ii) On dit que la variété X est un ontre-exemple au prinipe de Hasse si X a
des points partout loalement, mais ne possède pas de point k-rationnel.
• Exemples de variétés satisfaisant le prinipe de Hasse
• les quadriques projetives lisses [Se70℄;
• les k-formes de P1 × P1 [CTS87℄;
• les variétés de Severi-Brauer [CTS87℄;
• les surfaes de Del Pezzo de degré 6 [CTS87℄;
• ertaines intersetions de quadriques [CTCS80℄;
• les surfaes ubiques singulières dans P3k (Skolem);
• les torseurs sous un groupe semi-simple simplement onnexe (Kneser-Harder, f.
théorème 4.2 de [Sa81℄).
• Quelques ontre-exemples au prinipe de Hasse
• la surfae ubique de Cassels et Guy [CG66℄: 'est la surfae de P3Q d'équation:
5X3 + 9Y 3 + 10Z3 + 12T 3 = 0
Swinnerton-Dyer [Sw62℄ a également exhibé une surfae projetive lisse ontre-
exemple au prinipe de Hasse;
• Poonen [Po99℄ a prouvé que pour tout t ∈ Q, la ourbe de P2 d'équation:
5X3 + 9Y 3 + 10Z3 + 12
(
t12 − t4 − 1
t12 − t8 − 1
)3
(X + Y + Z)3 = 0
est un ontre-exemple au prinipe de Hasse;
• Siksek et Skorobogatov [SSk03℄ ont exhibé une ourbe de Shimura ontre-exemple
au prinipe de Hasse;
• enn Sarnak et Wang [SW95℄ ont onstruit une hypersurfae lisse de P4Q de degré
1130 qui est un ontre-exemple au prinipe de Hasse, sous réserve que la onjeture
de Lang (f. [La91℄ onjeture 1.2 p.179) tienne.
Ce dernier ontre-exemple nous intéresse partiulièrement, puisque l'obstrution de
Brauer-Manin d'une hypersurfae lisse de P4Q est nulle. Comme le résultat de Skoroboga-
tov que l'on veut utiliser est fortement lié à ette obstrution, nous rappelons ii sa
onstrution.
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2.3.1 Constrution de l'obstrution de Brauer-Manin
Soit X une k-variété propre. On a un aouplement naturel:
(Acc) : X (k)× Br X //
Br k
(x, b)  // x∗b
que l'on peut dérire de la manière suivante: omme d'après nos hypothèses k¯ [X ]∗ = k¯∗,
la suite spetrale de Leray:
Ep,q2 = H
p (k, Rqπ∗Gm,X) =⇒ H
p+q (X,Gm,X) = E
p+q
fournit la suite longue de ohomologie:
0 −→ Pi X −→
(
Pi X¯
)Γ
−→ Br k −→ Br X −→ H1
(
k,Pi X¯
)
−→ 0
Si x est un point rationnel, 'est-à-dire une setion du morphisme strutural:
X π
//
Spe k
x
||
alors il fournit une rétration notée x∗ de l'edge:
E2,02 = Br k
//
Br X = E2
x∗
ee
Le morphisme x∗ ainsi dérit est elui intervenant dans la dénition de l'aouplement
(Acc).
Remarque 2.3.1.1. Dans le as où X est une variété pour laquelle la onjeture
de Grothendiek sur les groupes de Brauer est vraie, on a une interprétation plus
géométrique pour le morphisme x∗.
Supposons que X soit une telle variété. Soit b ∈ Br X . Notons A une algèbre
d'Azumaya sur X orrespondant11 à b; alors x∗b n'est autre que la bre Ax de A au point
x. Evidemment, Ax est une k-algèbre simple entrale, ar 'est une k (x)-algèbre simple
entrale, et la rationnalité de x entraîne k (x) = k.
On veut maintenant rendre loal l'aouplement (Acc). Pour toute plae v ∈ Ωk on
peut évidemment dénir de la même manière que (Acc) un aouplement:
(Accv) : X (kv)× Br X // Q/Z
(xv, b)
 //
invv (x
∗
vb)
où invv : Br kv → Q/Z est l'invariant fourni par la théorie du orps de lasses. En
eet, omme xv est un point de X à valeurs dans Spe kv, le diagramme i-dessous est
11
On entend par là que: ∆([A]) = b, où ∆ : BrAzX → Br X est le morphisme de Grothendiek.
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ommutatif:
X
π

Spe kv
xv
99tttttttttttttttttttt
pv
//
Spe k
et xv induit don un morphisme:
x∗v : Br X −→ Br kv
Remarque 2.3.1.2. Une fois enore, si BrAzX = Br X , on a une interprétation géométrique
de x∗v. En eet, soit b ∈ Br X , et soit A une algèbre d'Azumaya orrespondant à b. Dans
e as x∗vb n'est autre que le pullbak de A par le morphisme xv:
A

x∗vb ≈ A×X Spe kv






99s
s
s
s
s
s
s
s
s
s
X
π

Spe kv
xv
99tttttttttttttttttttt
pv
//
Spe k
On dénit maintenant un aouplement global à l'aide de la famille d'aouplements
loaux (Accv):
〈•, •〉 : X (Ak)×B (X) // Q/Z
((xv)v , b)
 //
∑
v∈Ωk
invv
(
x∗v b˜
)
où b˜ désigne un représentant dans BralgX ⊂ Br X de b. Il n'est a priori pas évident
que 〈(xv)v , b〉 soit bien déni par la formule i-dessus. Nous rappelons brièvement les
arguments qui prouvent la ohérene de ette dénition.
Fait 2.3.1.3. La somme
∑
v∈Ωk
invv
(
x∗v b˜
)
est nie.
Preuve: puisque (xv)v ∈ X (Ak), on a x
∗
vb ∈ Br Ov, pour presque tout v ∈ Ωk, d'où
la onlusion puisque Br Ov = 0 (f. [Mi80℄).

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Fait 2.3.1.4. La valeur de la somme
∑
v∈Ωk
invv
(
x∗v b˜
)
ne dépend pas du représentant b˜ ∈
Br
algX de b hoisi.
Preuve: soient b˜ et b˜′ deux représentants de b. Alors il existe c ∈ BrcstX tel que12:
b˜ = b˜′ + c
Don: ∑
v∈Ωk
invv
(
x∗v b˜
)
=
∑
v∈Ωk
invv
(
x∗v b˜
′
)
+
∑
v∈Ωk
invv (x
∗
vc)
On déduit de la suite exate:
(S7) : 0 //
Br k //
⊕
v∈Ωk
Br kv
∑
invv // Q/Z // 0
la nullité de la somme
∑
v∈Ωk
invv (x
∗
vc), e qui ahève la preuve du fait.

Les deux faits préédents nous assurent don que l'aouplement 〈•, •〉 est bien déni.
Nous énonçons maintenant sa propriété fondamentale:
Proposition 2.3.1.5. Ave les notations introduites préédemment:
(i) La valeur de l'aouplement:
〈(xv)v , b〉
ne dépend pas du point adélique de X hoisi.
(ii) Si (xv)v ∈ X (Ak) appartient à l'image du morphisme diagonal:
X (k) −→
∏
v∈Ωk
X (kv)
alors: 〈(xv)v , b〉 = 0.
Preuve: soient (xv)v ∈ X (Ak) et b ∈ B (X). Choisissons un représentant b˜ ∈ Br
algX
de b. Pour toute plae v de k, on a:
lov (b) ∈ Br
cstXv
e qui prouve (i).
Soient maintenant b ∈ B (X) et b˜ un représentant de b. On a:
x∗v b˜ = (x ◦ pv)
∗ b˜ = p∗v
(
x∗b˜
)
, ∀ v ∈ Ωk,
et x∗b˜ ∈ Br k.
12
On a noté: Br
cstX = im {Br k −→ Br X}.
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En utilisant une nouvelle fois l'exatitude de la suite (S7), on en déduit nalement
que:
〈(xv)v , b〉 = 0

En onlusion, on a don déni un morphisme de groupes:
mH,B(X ) (X) : B (X) // Q/Z
b
 //
∑
v∈Ωk
invv
(
x∗v b˜
)
où (xv)v ∈ X (Ak) est quelonque, et b˜ est un représentant de b dans Br
algX . De la
proposition préédente, on déduit alors le:
Théorème 2.3.1.6.
Si X (k) 6= ∅, alors mH (X) = 0 ∈ B (X)
D
.
Notons enn pour terminer es rappels que (voir p. 45):
(♣) B (X)D ≈X1
(
k,Pi X¯
)D
puisque l'on déduit de la suite exate:
Br k −→ BralgX −→ H1
(
k,Pi X¯
)
−→ 0
l'isomorphisme:
BraX ≈ H
1
(
k,Pi X¯
)
puis l'isomorphisme (♣), en passant aux noyaux sur toutes les plaes et en dualisant.
2.3.2 Exemples de aluls de mH,B(X ) (X)
Exemple 2.3.2.1 (Variétés de Severi-Brauer et intersetions omplètes lisses).
D'après la proposition 2.1.13, on a le:
Lemme 2.3.2.2. Si V est une k-variété de Severi-Brauer ou une intersetion omplète
lisse de dimension ≥ 3, alors mH,B(X ) (V ) = 0.
Exemple 2.3.2.3 (Surfaes de Del Pezzo). Rappelons que l'on appelle surfae de
Del Pezzo une surfae projetive lisse dont le diviseur antianonique est ample. Le plan
projetif est un exemple de surfae de Del Pezzo
13
. Un exemple moins trivial est fourni
par la surfae ubique non-singulière de P3. Cette dernière est obtenue en élatant P2 en
6 points en position générale (non o-oniques et 3 à 3 non-alignés). Don son groupe de
Piard est Z7 (un premier exemplaire de Z orrespond à P2, et les 6 autres sont fournis
13
Puisque KP2 = −3P
1
, d'après [Hart77℄ II.8.20.1.
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par les diviseurs exeptionnels orrespondant aux élatements suessifs). D'une manière
plus générale, une surfae de Del Pezzo est toujours obtenue en élatant P2 en un ertain
nombre de points (f. [Ma74℄), et son groupe de Piard est don toujours de la forme
ZN . Si Γ opère trivialement sur ZN ('est alors un Γ-module de permutation), on a (f.
[CTS87℄):
X
1
(
k,ZN
)
= 0
d'où la nullité de mH,B(X) (X) dans e as.
Exemple 2.3.2.4 (Espaes homogènes sous SLn ave isotropie nie). Soit H¯ un
sous-groupe ni (non-néessairement abélien) de SLn
(
k¯
)
.
14
On onsidère alors le k¯-espae
homogène:
V¯ = SLn
(
k¯
)
/H¯
On hoisit X une k-forme15 de V¯ . D'après le orollaire 4.6 de [FI73℄, on a:
Pi X¯ = ̂¯H
Il s'ensuit que l'obstrution de Brauer-Manin d'une telle variété X n'est en général
pas nulle.
Lemme 2.3.2.5. Soient n un entier, et H¯ un k¯-groupe algébrique qui est un sous-groupe
de SLn
(
k¯
)
. Soit X une k-forme de SLn
(
k¯
)
/H¯. Alors:
mH (X) ∈X
1
(
k, ̂¯H)
Nous terminons es exemples en faisant le lien entre ette remarque et la dualité de
Tate-Poitou. On suppose maintenant H¯ abélien ni, et on note toujours X une forme de
SLn
(
k¯
)
/H¯ . On peut assoier à X la gerbe de ses trivialisations, 'est-à-dire la gerbe GX
qui mesure l'obstrution à e que X soit dominé par un SLn-torseur sur k (néessairement
trivial). Dans la terminologie de Springer [Sp66℄, la donnée de X orrespond à la donnée
d'un 1-oyle à valeurs dans SLn
(
k¯
)
/H¯, et GX est alors la lasse du 2-oyle à valeurs
dans H¯ mesurant e qui empêhe de le relever en un 1-oyle à valeurs dans SLn
(
k¯
)
.
Supposons que X ait un point partout loalement. Alors16:
GX ∈X
2
(
k, H¯
)
Moyennant la dénition de la ohomologie à valeurs dans un topos loalement annelé
(f. [SGA4-V℄) on peut dénir l'obstrution de Brauer-Manin
17
de la gerbe GX , notée
mH (GX) [DEZ03℄. Celle-i a le bon goût de satisfaire la propriété suivante:
14
En partiulier, H¯ est un k¯-groupe algébrique; il ne provient pas néessairement d'un groupe déni
sur k.
15
Il est un peu abusif d'utiliser parler de k-forme ii; nous voulons juste dire que X est une k-variété
telle que: X ⊗k k¯ ≈ V¯ .
16
Pour être omplètement rigoureux, il eût fallu dire: GX représente une lasse dans X
2
(
k, H¯
)
. Cet
abus est justié par le fait que si un représentant dans une lasse d'équivalene est une gerbe neutre,
alors tous les représentants de ette lasse sont des gerbes neutres.
17
Nous renvoyons au hapitre IV pour la dénition de l'obstrution de Brauer-Manin d'une gerbe.
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Proposition 2.3.2.6. Ave les notations introduites i-dessus:
(i) mH (GX) = mH (X);
(ii) la dualité de Tate-Poitou:
X
2
(
k, H¯
)
×X1
(
k, ̂¯H) −→ Q/Z
est expliitement réalisée grâe à l'obstrution de Brauer-Manin des gerbes, dans le
sens où:
mH : X
2
(
k, H¯
)
//X1
(
k, ̂¯H)D
G  //mH (G)
est un isomorphisme de groupes.
Preuve: 'est une onséquene de la proposition 3.2 de [DEZ03℄.

2.3.3 Brauer-Manin orthogonalité et desente
Après es quelques exemples et avant d'énoner le théorème de Skorobogatov, il nous
faut introduire un peu de terminologie:
Dénition 2.3.3.1. Un point adélique (xv)v ∈ X (Ak) est dit Brauer-Manin orthog-
onal à b ∈ Br X si: ∑
v∈Ωk
invv (x
∗
vb) = 0
ette somme étant nie d'après le fait 2.3.4. Soit B une partie de Br X; le point adélique
(xv)v est dit Brauer-Manin orthogonal à B s'il est Brauer-Manin orthogonal à tout
b ∈ B. On note:
X (Ak)
B =
{
(xv)v ∈ X (Ak)
∣∣∣∣∣ ∑
v∈Ωk
invv (x
∗
vb) = 0, ∀ b ∈ B
}
l'ensemble des points adéliques Brauer-Manin orthogonaux à B.
Exemple 2.3.3.2. D'après les exemples préédents tout point adélique sur une variété
de Severi-Brauer (resp. une intersetion omplète lisse dans Pn de dimension ≥ 3, resp.
une surfae de Del Pezzo) X est Brauer-Manin orthogonal à Br X , i.e:
X (Ak)
Br X = X (Ak)
Soit B une partie de Br X . On a la suite d'inlusions:
X (k) ⊂ X (Ak)
Br X ⊂ X (Ak)
B ⊂ X (Ak) (2.1)
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où la première inlusion déoule de la proposition 2.3.1.5(ii), et les deux autres sont
triviales. Nous allons justement introduire un nouveau maillon dans ette haîne. Soit
M un k-groupe algébrique abélien, tel que M¯X
(
X¯
)
= M¯
(
k¯
)
(e.g. M ni). De la suite
spetrale des Ext [CTS87℄:
Extp(Spe k)e´t
(M,Rqπ∗Gm,X) =⇒ Ext
p+q
Xe´t
(MX ;Gm,X)
on déduit la suite à 5 termes:
H1 (k,M) −→ H1 (X,MX)
type
−→ HomΓ
(
M̂
(
k¯
)
,Pi X¯
)
∂
−→ H2 (k,M) −→ H2 (X,MX)
Dénition 2.3.3.3. Soit Y → X un MX-torseur. On appelle type de Y l'image de
[Y ] par le morphisme du même nom dans HomΓ
(
M̂
(
k¯
)
,Pi X¯
)
. Si M̂
(
k¯
)
= Pi X¯, on
appelle torseur universel sur X un MX-torseur dont le type est l'identité de Pi X¯.
Remarque 2.3.3.4. L'exatitude de la suite i-dessus a la onséquene suivante: pour
tout λ ∈ HomΓ
(
M̂
(
k¯
)
,Pi X¯
)
:
∂ (λ) = 0⇔ il existe un MX-torseur sur X de type λ.
La suite à 5 termes que l'on vient d'évoquer n'est évidemment pas sans rapport ave
elle déduite de la suite spetrale de Leray:
H1 (k,M) −→ H1 (X,MX) −→ H
1
(
X¯, M¯X
)Γ D
−→ H2 (k,M) −→ H2 (X,MX)
Nous renvoyons à l'appendie B de [HS02℄ pour une omparaison détaillée de es deux
suites spetrales. Les groupes H1
(
X¯, M¯X
)Γ
et HomΓ
(
M̂
(
k¯
)
,Pi X¯
)
sont isomorphes
(f. [CTS87℄,[HS02℄), et on note:
τ : H1
(
X¯, M¯X
)Γ
−→ HomΓ
(
M̂
(
k¯
)
,Pi X¯
)
et isomorphisme. Cei nous amène à introduire une nouvelle dénition:
Dénition 2.3.3.5. Soit Y¯ → X¯ un M¯X-torseur sur X¯ de orps des modules k. On
appelle type de Y¯ l'image de Y¯ par le morphisme τ .
On déduit des remarques préédentes le:
Lemme 2.3.3.6. Soit Y¯ → X¯ un M¯X-torseur de orps des modules k. Les assertions
suivantes sont équivalentes:
(i) Y¯ → X¯ est déni sur k;
(ii) la gerbe des modèles D
(
Y¯
)
est neutre;
(iii) la gerbe ∂
(
τ
(
Y¯
))
est neutre;
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(iv) il existe un MX-torseur sur X de type τ
(
Y¯
)
.
En outre, es onditions sont évidemment satisfaites lorsque X (k) 6= ∅.
Soit λ ∈ HomΓ
(
M̂
(
k¯
)
,Pi X¯
)
. On peut lui assoier un morphisme de groupes:
λ∗ : H
1
(
k, ̂¯M) −→ H1 (k,Pi X¯)
l'image d'un
̂¯M -torseur Y → Spe k par λ∗ étant donnée par extension du groupe stru-
tural à l'aide de λ: expliitement, le torseur λ∗Y n'est autre que le Pi X¯-torseur:
Y ∧λ Pi X¯

Spe k
obtenu à l'aide du produit ontraté déni via le morphisme λ [Gi71℄. Notons maintenant
r le morphisme naturel18:
r : BralgX −→ H1
(
k,Pi X¯
)
Dénition 2.3.3.7. Ave les notations adoptées i-dessus, on pose:
BrλX = r
−1
[
λ∗H
1
(
k, ̂¯M)]
On a évidemment la haîne d'inlusions:
X (k) ⊂ X (Ak)
Br X ⊂ X (Ak)
BrλX ⊂ X (Ak) (2.2)
Le point fondamental est alors le résultat de Skorobogatov:
Théorème 2.3.3.8 (Theorem 3, [Sk99℄). Supposons que M¯ soit un Γ-module de type
ni en tant que groupe abélien. Si X (Ak)
BrλX 6= ∅, alors les onditions équivalentes du
lemme 2.3.3.6 sont satisfaites.
Autrement dit:
Corollaire 2.3.3.9. L'existene d'un point adélique sur X Brauer-Manin orthogonal à
BrλX entraîne l'existene d'un modèle pour tout M¯X-torseur sur X¯ de orps des modules
k et de type λ.
Exemple 2.3.3.10 (Appliation aux G-revêtements sur des espaes homogènes).
On xe H un k-groupe algébrique abélien ni, et on hoisit un entier n de telle sorte que
18
C'est le morphisme: ker
{
E2 → E2,02
}
−→ E1,12 déduit de la suite spetrale de Leray.
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H se réalise omme un sous-groupe de SLn (k) (on peut par exemple prendre n = |H|,
mais un tel n n'est évidemment pas unique). On hoisit X une k-forme de SLn
(
k¯
)
/H¯.
On a:
Pi X¯ = ̂¯H
Soit Y¯ → X¯ un ̂¯H-torseur sur X¯ de orps des modules k. Du fait que H¯ est abélien
ni, 'est aussi un
̂¯H-revêtement de X¯ . On note τ (Y¯ ) le type du revêtement Y¯ . On
déduit de e qui préède le:
Lemme 2.3.3.11. S'il existe sur X un point adélique Brauer-Manin orthogonal à Brτ(Y¯ )X,
alors le
̂¯H-revêtement Y¯ → X¯ est déni sur k.
Remarque 2.3.3.12. Une fois enore, on se rend ompte que l'énoné de Skoroboga-
tov fournit don une ondition susante beauoup plus faible que l'existene d'un point
rationnel pour qu'un revêtement abélien soit déni sur son orps des modules. Il on-
vient malgré tout de tempérer e résultat par la remarque suivante: le théorème 2.3.3.8
ne donne auune information quant aux revêtements sur des variétés de Severi-Brauer,
et. . . D'ailleurs, plus généralement, et énoné est vide pour des k-variétés telles que
Pi X¯ soit sans torsion (e.g. des variétés rationnelles [CTS87℄). En eet, puisque M est
ni, il existe des types intéressants (non-triviaux) dans
HomΓ
(̂¯M,Pi X¯)
si Pi X¯ possède de la torsion.
Remarque 2.3.3.13. Evidemment, on aimerait beauoup pouvoir étendre e théorème
au as non-abélien. Les obstales sont de deux sortes. Premièrement, il faut faire une
roix sur les suites spetrales. La onséquene la plus fâheuse de ette disparition est
que l'on n'a plus auune raison d'avoir un isomorphisme:
H1
(
X¯, M¯X
)Γ
≈ HomΓ
(
M̂
(
k¯
)
,Pi X¯
)
Adieu don notre belle orrespondane entre types et revêtements de orps des modules
k!
La seonde onséquene, non moins fâheuse, est que la dualité de Tate-Poitou ne
tient plus. Plus préisément, lorsque H n'est plus abélien, l'obstrution de Brauer-Manin
(des gerbes) permet juste de dénir une appliation [DEZ03℄:
mH : X
2 (k, lien H) −→X1
(
k, ̂¯H)D
mais ette appliation n'a plus auune raison d'être un isomorphisme. Or le théorème de
Skorobogatov utilise de manière essentielle la dualité de Tate-Poitou. . .
Chapter 3
Desente de torseurs et points
rationnels: le as non-abélien
L'objetif de e hapitre est de omprendre e qui empêhe de généraliser d'une
manière franhement satisfaisante au as non-abélien les résultats du hapitre préédent.
On onsidère toujours un orps k de aratéristique nulle, X un k-shéma et un k-groupe
algébrique G non-néessairement abélien; il n'est don plus question d'utiliser des suites
spetrales. Le plan que nous suivrons dans e hapitre est le suivant. Dans un premier
temps, nous donnerons une interprétation purement topologique de la suite d'ensembles
pointés:
0 −→ H1 (k, π∗GX) −→ H
1 (X,GX)
u
−→ H0
(
k, R1π∗G¯X
)
et nous déterminerons les onditions sur G permettant de prolonger ette suite au as
non-abélien. Dans un deuxième temps, nous donnerons une preuve du résultat prinipal
inspirée de la preuve du théorème de Combes-Harbater pour les revêtements (pour laquelle
je tiens à remerier Mihel Emsalem). Nous nous intéresserons ensuite au as des groupes
non-abéliens nis, pour lesquels (assez ironiquement d'ailleurs) tout fontionne à merveille.
Enn, nous tâherons de passer en revue les obstrutions à e que l'on puisse dans le as
général aluler expliitement le lien de la gerbe des torseurs d'un G¯X-torseur P¯ → X¯
de orps des modules k, et en partiulier l'obstrution à e que e lien soit représentable
(ou juste loalement représentable) par un k-groupe algébrique, même lorsque le groupe
G dont on part est le plus sympathique possible (par exemple semi-simple simplement
onnexe). La lef de e hapitre est de toute façon liée au lemme fondamental (lemme
1.2.14), dont nous rappelons ii l'énoné:
Lemme fondamental. Soient S un shéma, GS un shéma en groupes sur S, et P un
GS-torseur sur S. Alors adGS (P ) est une S-forme intérieure de GS; autrement dit:
adGS (P ) représente une lasse de H
1 (S, Int GS) .
En partiulier, si GS est abélien, alors:
adGS (P ) ≈ GS
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3.1 Une interprétation topologique
Avant de dérire omplètement la suite
0 −→ H1 (k, π∗GX) −→ H
1 (X,GX)
u
−→ H0
(
k, R1π∗G¯X
)
il nous semble indispensable ii, au vu des onsidérations qui vont suivre, de faire quelques
rappels sur les diérents ensembles pointés intervenant dans ette suite.
Soient Y un k-shéma etG un k-groupe algébrique (non-néessairement abélien). Ainsi
on a une bijetion (d'après le orollaire 4.7 p.123 de [Mi80℄):
EHP (GY /Y ) −→ H
1 (Y,GY )
Rappelons brièvement omment l'on obtient ette bijetion.
• 1-oyle assoié à un GY -torseur sur Y
Soit P un GY -torseur sur Y . Alors il existe un reouvrement étale (Yα/Y )α∈A tel que
P|Yα soit trivial, pour tout α ∈ A. Le hoix d'une setion
pα ∈ P (Yα)
pour tout α fournit un isomorphisme de torseurs:
ηPα : P|Yα −→ GYα,d, ∀ α ∈ A
déni par:
ηPα (pα) = e, ∀ α ∈ A
Soit maintenant (α, β) ∈ A×A. La simple transitivité de l'ation de GY (Yαβ) (où on
a évidemment noté Yαβ = Yα ×Y Yβ) entraîne l'existene et l'uniité d'un g
P
αβ ∈ GY (Yαβ)
tel que:
pβ|Yαβ = pβ |Yαβ . gαβ
ette égalité ayant lieu dans P (Yαβ) Il est immédiat
1
que la famille (gαβ)α,β ∈ A est un
1-oyle à valeurs dans GY .
La lasse de e 1-oyle ne dépend pas du hoix des setions loales de P ; en eet,
soit (p′α)α une autre famille de setions, ave:
pα ∈ P (Yα) , ∀ α ∈ A
Alors:
∀ α ∈ A, ∃! hPα ∈ GY (Yα) t.q : p
′
α = pα. h
P
α ∈ P (Yα)
1
En utilisant enore la simple transitivité de l'ation de GY .
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Au-dessus de Yαβ, on dispose des relations:
p′α|Yαβ = pα|Yαβ . h
P
α |Yαβ
p′β|Yαβ
= pβ|Yαβ . h
P
β |Yαβ
pβ|Yαβ = pα|Yαβ . g
P
αβ
p′β|Yαβ
= p′α|Yαβ . g
′P
αβ
D'une part, on déduit de la première et de la dernière relation la nouvelle ondition:
p′β|Yαβ
= pα|Yαβ . h
P
α . g
′P
αβ
et on obtient d'autre part à l'aide des deux autres relations:
p′β|Yαβ
= pα|Yαβ . g
P
αβ. h
P
β
Par suite:
g′
P
αβ =
(
hPα
)−1
. gPαβ. h
P
β , ∀ (α, β) ∈ A×A
e qui prouve justement que les 1-oyles (gαβ)α,β∈A et
(
g′αβ
)
α,β∈A
sont ohomologues.
Remarque 3.1.1. Expliitement, il revient au même de dire que le GY -torseur P est
obtenu en reollant les torseurs triviaux GYα,d à l'aide des gαβ. Plus préisément, le
hoix d'une famille de setions loales (pα)α∈A pour P entraîne l'existene d'une famille
d'automorphismes ϕαβ des torseurs triviaux GYαβ ,d, e que l'on illustre sur par le dia-
gramme suivant:
pβ|Yαβ
&

P|YαβηP
β |Yαβ
wwppp
ppp
ppp
p η
P
α |Yαβ
''NN
NNN
NNN
NN
GYαβ ,d
ϕαβ // GYαβ ,d
e  //
w
,,
gαβ
Pour ahever es rappels sur les torseurs, montrons que deux torseurs P et P ′ iso-
morphes donnent lieu à des 1-oyles ohomologues. On peut supposer qu'il existe un
reouvrement étale (Yα/Y )α∈A de Y trivialisant P et P
′
(il sut de prendre l'intersetion
d'un reouvrement étale trivialisant P et d'un reouvrement étale trivialisant P ′). On
note alors
(
gPαβ
)
α,β∈A
(resp.
(
gP
′
αβ
)
α,β∈A
) le 1-oyle assoié omme préédemment à P
(resp. à P ′) via le hoix d'une famille de setions loales (pα)α∈A (resp. (p
′
α)α∈A). On
suppose don qu'il existe un isomorphisme de GY -torseurs sur Y :
f : P ′ −→ P
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En utilisant la simple transitivité de l'ation de GY (Yα) sur P (Yα) pour tout α ∈ A, on
obtient:
∀ α ∈ A, ∃! hPP
′
α ∈ GY (Yα) t.q : f|Yα (p
′
α) = pα. h
PP ′
α
Pour tout ouple (α, β) ∈ A×A, on a enore, au-dessus de Yαβ:
f|Yαβ
(
p′α|Yαβ
)
= pα|Yαβ . h
PP ′
α |Yαβ
f|Yαβ
(
p′β|Yαβ
)
= pβ|Yαβ . h
PP ′
β |Yαβ
pβ|Yαβ = pα|Yαβ . g
P
αβ
p′β|Yαβ
= p′α|Yαβ . g
P ′
αβ
De la deuxième et de la troisième relation, on déduit:
f|Yαβ
(
p′β|Yαβ
)
= pα|Yαβ . g
P
αβ. h
PP ′
β |Yαβ
tandis que les deux extrêmes donnent:
f|Yαβ
(
p′β|Yαβ
)
= pα|Yαβ . h
PP ′
α |Yαβ . g
P ′
αβ
La simple transitivité de l'ation de GY (Yαβ) sur P (Yαβ) pour tout ouple (α, β) ∈ A×A
permet alors de onlure:
gP
′
αβ =
(
hPP
′
α |Yαβ
)−1
. gPαβ. h
PP ′
β |Yαβ
, ∀ (α, β) ∈ A× A
Ce qui ahève de prouver que l'ensemble des lasses d'isomorphie de GY -torseurs sur
Y est en bijetion ave les lasses de ohomologie de 1-oyles à valeurs dans GY .
• Desription de l'ensemble H0 (k, R1π∗GX)
C'est l'ensemble des setions globales du k-faiseau R1π∗GX , qui est le faiseau assoié
au préfaiseau:
(Spe L→ Spe k) H1 (XL, GXL)
L désignant dans la formule i-dessus une extension étale de k. Une setion globale est
don une lasse: [
(Li/k)i∈I , (Pi)i∈I , (ϕij)i,j∈I
]
où:
(i) Li est une extension étale de k, ∀ i ∈ I;
(ii) pour tout i ∈ I, Pi représente une lasse de H
1
(
XLi, GXLi
)
;
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(iii) pour tout (i, j) ∈ I × I:
ϕij : Pj ×XLj XLij −→ Pi ×XLi XLij
est un isomorphisme de GXLij -torseurs sur XLij , où l'on a noté Lij = Li ⊗k Lj .
Deux telles lasses[
(Li/k)i∈I , (Pi)i∈I , (ϕij)i,j∈I
]
et
[
(Li′/k)i′∈I , (P
′
i′)i′∈I′ , (ϕi′j′)i′,j′∈I′
]
sont équivalentes si et seulement si il existe un reouvrement étale
2 (Lα/k)α∈A ranant
l'intersetion des deux préédents, et des isomorphismes:
ψα : P
′
i ×XLi XLα −→ Pi ×XLi XLα , ∀ α ∈ A
ompatibles ave les isomorphismes ϕij et ϕi′j′ dans le seul sens raisonnable que l'on puisse
donner à ette formulation.
Nous passons maintenant à la desription de la suite exate d'ensembles pointés tant
attendue.
• Desription de l'appliation a : H1 (k, π∗GX) −→ H
1 (X,GX)
Soit T un représentant d'une lasse de H1 (k, π∗GX); 'est don la donnée d'une famille
d'extensions étales (Li/k)i∈I et d'un 1-oyle:
(τij)i,j ∈ Z
1 ((Li/k) , π∗GX)
Par onséquent, pour tout (i, j) ∈ I × I, on a:
τij ∈ π∗GX (Lij)
Or, par dénition de l'image direte d'un faiseau:
π∗GX (Lij) = GX
(
π−1 (Lij)
)
= GX
(
XLij
)
Notons maintenant:
τ˜ij ∈ GX
(
XLij
)
l'élément τij , vu omme une setion du faiseau GX . Il est alors évident que l'on obtient
un 1-oyle:
(τ˜ij) ∈ Z
1 ((XLi/X) , GX)
On peut alors dénir a ([T ]) omme la lasse du GX-torseur sur X orrespondant à
e 1-oyle. Pour ela, il sut de vérier l'indépendane du représentant hoisi pour
la lasse de T : soit don
(
τ ′ij
)
i,j∈I
un 1-oyle à valeurs dans π∗GX ohomologue au
1-oyle (τij)i,j. Il existe don une 1-ohaîne:
(hi)i∈I ∈ C
1
(
(Li/k)i∈I , π∗GX
)
2
Il eût fallu érire: le reouvrementétale (Spe Lα → Spe k)α∈A.
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telle que:
τ ′ij =
(
hj |Lij
)−1
. τij . hi|Lij ∈ [π∗GX ] (Lij) , ∀ (i, j) ∈ I × I
Or ette relation implique évidemment la suivante:
τ˜ ′ij =
(
h˜j |XLij
)−1
. τ˜ij . h˜i|XLij
∈ [π∗GX ] (Lij) , ∀ (i, j) ∈ I × I
où h˜i désigne l'élément hi, qui appartient a priori à:
[π∗GX ] (Li)
vu omme un élément de:
GX (XLi)
Il s'ensuit que les 1-oyles (τ˜ij)i,j∈I et
(
τ˜ ′ij
)
i,j∈I
sont ohomologues, e qui prouve la
ohérene de la dénition de l'appliation a. A de très légères modiations près, e
sont les mêmes arguments qui permettent de prouver la trivialité du noyau (au sens des
ensembles pointés
3
bien sûr) de l'appliation a. En outre, une onséquene immédiate des
préédents aluls est la suivante:
Lemme 3.1.2. L'image de l'appliation a : H1 (k, π∗GX) −→ H
1 (X,GX) s'identie à
l'ensemble des lasses d'isomorphie de GX-torseurs sur X trivialisés par un reouvrement
étale de X provenant de k. Plus préisément, l'image de l'appliation a est onsti-
tuée des lasses d'isomorphie de GX-torseurs P → X pour lesquels il existe une famille
d'extensions étales (Li/k)i∈I telle que:
P ×X XLi ≃ GXLi ,d, ∀ i ∈ I
Remarque 3.1.3. Dans le ontexte des hapitres préédents, l'image de a est don on-
stituée des lasses d'isomorphie de GX -torseurs P → X tels que P¯ ≃ G¯X,d.
Remarque 3.1.4. En reprenant les notations du paragraphe V.3.3.1 de [Gi71℄, on peut
enore exprimer le fait préédent en disant que l'image de a est la atégorie:
Tors (X,GX)
(Spe k)e´t
ette dernière étant une atégorie équivalente à la gerbe
Tors (k, π∗GX)
3
I.e. la préimage de la lasse privilégiée de H1 (X,GX) par a est la lasse privilégiée de H
1 (k, pi∗GX).
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• Desription de l'appliation u : H1 (X,GX) −→ H
0 (k, R1π∗GX)
On obtient évidemment ette appliation en assoiant à la lasse [P ] ∈ H1 (X,GX) la
lasse:
[(k/k) , (P ) , (idP )]
Il est maintenant immédiat, vues les préédentes desriptions de l'appliation a d'une
part, et des setions globales du faiseau R1π∗GX d'autre part, que le noyau (au sens non-
abélien) est eetivement onstitué des lasses d'isomorphie de GX -torseurs trivialisés par
un reouvrement étale de X provenant de k, e qui ahève de prouver l'exatitude de
la suite d'ensembles pointés:
0 −→ H1 (k, π∗GX)
a
−→ H1 (X,GX)
u
−→ H0
(
k, R1π∗GX
)
• Obstrution non-abélienne
On rentre maintenant dans le vif du sujet ave l'étude de la surjetivité de l'appliation
u. Considérons une lasse: [
(Li/k)i∈I , (Pi)i∈I , (ϕij)i,j∈I
]
dans H0 (k, R1π∗GX). En hoisissant un représentant de ette lasse, on dispose don
d'une famille de torseurs (Pi)i∈I , et d'isomorphismes
4
:
ϕij : Pj ×XLj XLij −→ Pj ×XLi XLij
En d'autres termes, la famille (ϕij)i,j∈I onstitue une donnée de reollement pour les
torseurs Pi, et on veut mesurer e qui l'empêhe d'être une donnée de desente.
Pour tout triplet (i, j, k) ∈ I3, on a le diagramme suivant:
Pk ×XLk XLijk
ϕik
∣∣∣∣XLijk //
ϕjk
∣∣∣∣XLijk &&LLLL
LLL
LLL
LLL
LL
L
cijk

Pi ×XLi XLijk
Pj ×XLj XLijk
ϕij ∣∣∣∣XLijk
99rrrrrrrrrrrrrrrr
où l'on a noté:
cijk = ϕij |XLijk
◦ ϕjk|XLijk
◦
(
ϕik|XLijk
)−1
En partiulier:
cijk ∈ adGXLijk
(
Pi ×XLi XLijk
)
, ∀ (i, j, k) ∈ I3
'est-à-dire enore:
cijk ∈ [π∗adGX (Pi)] (Lijk) , ∀ (i, j, k) ∈ I
3
4
De GXLij -torseurs sur XLij .
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Remarque 3.1.5. Dans le as abélien, on a évidemment:
cijk ∈ [π∗GX ] (Lijk) , ∀ (i, j, k) ∈ I
3
et les cijk onstituent don un 2-oyle à valeurs dans π∗GX ; plus préisément, la lasse
de e 2-oyle est justement l'image de la lasse[
(Li/k)i∈I , (Pi)i∈I , (ϕij)i,j∈I
]
par le obord
H0
(
k, R1π∗GX
) δ1
−→ H2 (k, π∗GX)
Dans le as non-abélien, la famille (cijk)i,j,k∈I pourrait enore être vue omme un 2-oyle,
mais à valeurs dans un système de oeients f. [Do76℄, préisément elui déni par la
famille de faiseaux loaux (π∗adGX (Pi))i∈I .
Il s'agit maintenant de omprendre pourquoi (dans le as abélien omme dans le as
général) e 2-oyle devient trivial, 'est-à-dire de omprendre pourquoi les Pi se reollent
eetivement, une fois que l'on passe à X. Notons tout d'abord que l'on peut, omme
dans la desription de l'appliation a, assoier au 2-oyle onstitué par les
cijk ∈ [π∗adGX (Pi)] (Lijk)
un 2-oyle sur X :
c˜ijk ∈ [adGX (Pi)]
(
XLijk
)
(dans le as abélien, on a c˜ijk ∈ GX
(
XLijk
)
). Or e dernier peut être rendu trivial, puisque
l'on dispose d'assez d'ouverts sur X pour pouvoir rendre tous les torseurs Pi triviaux.
Remarque 3.1.6. Une autre manière de dire les hoses est que la gerbe sur X engendrée
par les torseurs Pi est la gerbe des GX-torseurs sur X , du fait que l'on peut loaliser
susamment de manière à rendre tous les Pi triviaux, e qui n'est évidemment pas le as
si l'on se restreint aux ouverts étales de X provenant de k.
Il reste enore à voir que l'existene d'un point k-rationnel sur X entraîne l'existene
d'une rétration de l'appliation: [
(cijk)i,j,k
]
7−→ [(c˜ijk)]
On note maintenant
x : Spe k −→ X
un point k-rationnel de X . Dans le as abélien, la rétration est obtenue en envoyant la
lasse de (c˜ijk) sur la lasse du 2-oyle:
(q ◦ c˜ijk ◦ xijk)
où:
xijk : Spe Lijk −→ Xijk
3.2. OBSTRUCTION NON-ABÉLIENNE 73
est induit par x, et où
q : GX −→ G
est le morphisme évident (puisque GX est le produit bré G ×Spe k X). Evidemment,
le 2-oyle (q ◦ c˜ijk ◦ xijk)i,j,k∈I ainsi obtenu n'est qu'un oyle à valeurs dans G, et ne
orrespond au oyle initial (cijk)i,j,k∈I que sous réserve que la ondition:
G¯X
(
X¯
)
= G¯
(
k¯
)
soit satisfaite.
Dans le as non-abélien, on applique exatement le même raisonnement, pour aboutir
à la même onlusion, à la diérene (de taille!) près que l'on doit imposer la ondition
beauoup plus ontraignante suivante, si l'on souhaite pouvoir desendre tous les GX¯ -
torseurs sur X¯ de orps des modules k:
Condition (⋆): Pour toute X¯-forme intérieure G′ de G¯X , on a:
H0
(
X¯, G′
)
= H0
(
k¯, G′x¯
)
Une justiation plus rigoureuse de e fait est apportée dans la setion suivante.
3.2 Obstrution non-abélienne à l'existene d'un point
k-rationnel
Soit P¯ → X¯ un G¯X -torseur de orps des modules k. On noteG
′ = adGX¯
(
P¯
)
le faiseau
sur X¯ de ses automorphismes. D'après le lemme 1.2.14, 'est une forme intérieure sur X¯
de G¯X . On note enore:
x¯ : Spe k¯ −→ X¯
le morphisme induit par x, et G′x¯ la bre en e point de G
′
. On dispose d'une èhe
naturelle:
ϕx¯ : H
0
(
X¯, G′
)
−→ H0
(
Spe k¯, G′x¯
)
Remarque 3.2.1. Lorsque G est abélien, demander que la ondition G¯X
(
X¯
)
= G¯
(
k¯
)
soit satisfaite équivaut enore à demander que l'appliation i-dessus soit bijetive (et ette
hypothèse n'est pas trop ontraignante, du fait qu'il n'y a pas de X¯-formes intérieures de
G¯X autres que G¯X lui-même).
Théorème 3.2.2. Soient X un k-shéma, et G un k-groupe linéaire, et P¯ → X¯ un GX¯-
torseur de orps des modules k. On suppose que X possède un point k-rationnel x, et on
suppose satisfaite la ondition suivante:
Condition (⋆P¯ ): En notant G
′ = adGX¯
(
P¯
)
et x¯ un point géométrique assoié au
point k-rationnel x, on a:
H0
(
X¯, G′
)
= H0
(
k¯, G′x¯
)
Alors P¯ → X¯ est déni sur k.
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Preuve. On note enore G′ = adGX¯
(
P¯
)
le faiseau sur X¯ des automorphismes de
P¯ . Soit p¯ un point dans la bre f¯−1 (x¯). Puisque P¯ est de orps des modules k, il existe
un isomorphisme:
ϕσ : P¯ −→
σP¯ , ∀ σ ∈ Γ
Par ailleurs P¯x¯ est un
(
G¯X
)
x¯
-torseur, de groupe d'automorphismes G′x¯, e dernier
agissant simplement transitivement à droite sur Px¯. Comme x est un point k-rationnel,
tous les isomorphismes ϕσ respetent la bre au-dessus de x¯, pour tout σ ∈ Γ. De plus,
puisque la ondition (⋆) est satisfaite, on peut omposer tout ϕσ à droite par un élément
de G′
(
X¯
)
de telle sorte que l'on ait:
ϕσ (p¯) =
σp¯
En utilisant toujours la ondition (⋆), ette propriété détermine uniquement ϕσ. Il
s'ensuit immédiatemment que pour tout ouple (τ, σ) d'éléments de Γ, le diagramme
i-dessous ommute:
P¯
ϕτσ //
ϕτ   A
AA
AA
AA
A
τσP¯
τ P¯
τϕσ
==zzzzzzzz
Don f¯ : P¯ → X¯ est déni sur k.

Remarque 3.2.3. Evidemment, la ondition (⋆) est très lourde. On aurait envie qu'elle
soit vériée par exemple pour les shémas en groupes linéaires au-dessus de variétés pro-
jetives. Ce n'est absolument pas le as, omme le montre l'exemple suivant: on onsidère
la droite projetive X = P1
Q
, munie du reouvrement par les ouverts standards {U0, U∞},
où:
U0 = {(x : y) /y 6= 0} et U∞ = {(x : y) /x 6= 0}
Nous noterons:
U0∞ = U0 ∩ U∞
On onstruit maintenant une forme intérieure G′ du faiseau GL2,P1 en reollant les fais-
eaux GL2,U0 et GL2,U∞ au-dessus de U0∞ à l'aide de la onjugaison:
χ : GL2,U0,∞ = (GL2,U0)|U0∞
// GL2,U0,∞ = (GL2,U∞)|U0∞
A
 //M0∞. A. M
−1
0∞
où:
M0∞ =
(
x−1 0
0 x
)
Alors la setion:
A0 =
(
1 x
0 1
)
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de GL2,U0 fournit une setion globale du faiseau G
′(
puisque: M0∞. A0. M
−1
0∞ =
(
1 x−1
0 1
))
non-onstante. On ne peut don pas espérer que G′ provienne d'un Q-groupe algébrique
ii.
3.3 Le as ni
Théorème 3.3.1. Soient k un orps de aratéristique nulle, X un k-shéma géométrique-
ment onnexe, et G un k-groupe ni. Si X (k) 6= ∅, alors tout G¯X-torseur sur X¯ de orps
des modules k est déni sur k.
Preuve. Notons x : Spe k → X un point k-rationnel de X , et soit P¯ → X¯ un
G¯X-torseur de orps des modules k. On a alors un morphisme naturel de k-hamps
5
:
ǫ : D
(
P¯
)
−→ π∗Tors (X,GX)
La omposante au-dessus d'un ouvert étale (Spe L→ Spe k) du morphisme en ques-
tion est le fonteur évident:
ǫL : D
(
P¯
)
(L) // Tors (XL, GXL)
PL
 // PL
En utilisant la formule d'adjontion pour les hamps (f. [Gi66℄ I.5.2.1):
CartXe´t
(
π∗D
(
P¯
)
,Tors (X,GX)
)
≈ Cart(Spe k)e´t
(
D
(
P¯
)
, π∗Tors (X,GX)
)
on obtient l'existene d'un morphisme de gerbes (puisque l'image inverse d'une gerbe est
une gerbe, [Gi71℄ V.1.4.2):
φ : π∗D
(
P¯
)
−→ Tors (X,GX)
On veut prouver que φ est une équivalene. Notons LP¯ le lien de la gerbe D
(
P¯
)
.
Comme la gerbe image inverse par π de D
(
P¯
)
est liée par l'image inverse du lien de
D
(
P¯
)
(f. [Gi71℄ V.1.4.2), le morphisme φ est lié par un morphisme:
Λ : π∗LP¯ −→ lien GX
D'autre part, il existe un reouvrement étale (Spe Li → Spe k)i∈I , et des modèles
loaux pour P¯ au-dessus de es ouverts. Plus préisément, pour tout i ∈ I, il existe un
GXi-torseur
6 Pi sur Xi tel que:
Pi ×Xi X¯ ≈ P¯
5
En eet, D
(
P¯
)
est une gerbe, mais pi∗Tors (X,GX) n'est qu'un hamp (f. exemple 1.5.18). Par
ailleurs, e morphisme fait de D
(
P¯
)
une sous-gerbe maximale du hamp pi∗Tors (X,GX) (f. [Gi66℄
p.113).
6
Pour alléger les notations, on a noté Xi le shéma X ⊗k Li.
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Au-dessus d'un ouvert (Xi → X), le morphisme Λ est représenté par le morphisme
naturel de faiseaux de groupes sur le site étale de Xi (f. [Gi66℄ IV.3.5.4):
λi : π
∗π∗adGXi (Pi) −→ adGXi (Pi)
Du fait que es adGXi (Pi) sont nis, le morphisme d'adjontion i-dessus est un isomor-
phisme (d'après la remarque 3.1.(d) de [Mi80℄) et il s'ensuit que dans e as le morphisme
φ : π∗D
(
P¯
)
−→ Tors (X,GX)
est un isomorphisme de gerbes. Don la gerbe π∗D
(
P¯
)
est neutre. Par suite, la gerbe
x∗π∗D
(
P¯
)
est neutre. Comme π ◦ x = id
Spe k, on en déduit que la gerbe D
(
P¯
)
, qui est
équivalente à la gerbe x∗π∗D
(
P¯
)
, est elle aussi neutre, e qui ahève la preuve.

3.4 Remarques
3.4.1 Problèmes de représentabilité
Il ressort des deux hapitres préédents qu'il existe des obstales de taille à e que
l'on puisse généraliser au as non-abélien la suite à 5 termes déduite de la suite spetrale
de Leray. Le premier, et non des moindres, est (pour iter [Gi71℄) qu'il n'existe pas de
notion raisonnable pour l'image direte d'un lien.
On ne peut en général pas dire grand hose du lien de la gerbe D
(
P¯
)
, même lorsque
le k-groupe G initial jouit des meilleures propriétés dont l'on puisse rêver. Il serait par
exemple tentant de roire que si G est un k-groupe rédutif (e.g. GLn (k)) alors le lien de
la gerbe des modèles d'un G¯X-torseur de orps des modules k est loalement représentable
par une k-forme de G. Il n'en est rien en général, et voii (me semble-t-il) une expliation
possible: même si l'on onnaît parfaitement la struture des k-groupes rédutifs (et plus
généralement des shémas en groupes rédutifs, grâe à [Dem64℄), on ne peut pas arriver
à avoir des informations exploitables sur lien D
(
P¯
)
, attendu que e k-lien provient dans
un ertain sens de formes intérieures sur X du shéma en groupes GX . Grossièrement, le
passage de X à k brouille toutes les pistes.
3.4.2 La ondition orps des modules et le hamp π∗Tors (X,GX)
Considérons de nouveau un orps k de aratéristique nulle, π : X → Spe k un
k-shéma, un k-groupe algébrique G et un G¯X-torseur P¯ → X¯ , que l'on ne suppose pas
pour l'instant de orps des modules k, autrement dit:
[
P¯
]
∈ H1
(
X¯, G¯X
)
.
• Si P¯ est de orps des modules k: on peut lui assoier sa gerbe des modèles D
(
P¯
)
.
C'est une k-gerbe. On dispose de plus d'un monomorphisme de k-hamps évident
(que nous avions déjà évoqué dans la preuve du lemme 3.1.2):
ǫ : D
(
P¯
)
−→ π∗Tors (X,GX)
dont la omposante au-dessus d'un ouvert étale (Spe L→ Spe k) est le fonteur:
ǫL : D
(
P¯
)
(L) // Tors (XL, GXL)
PL
 // PL
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dont la dénition est ohérente, puisqu'un objet de ette gerbe au-dessus de Spe L
est en partiulier un GXL-torseur sur XL. Dans un ertain sens (que nous n'allons
pas tarder à préiser) le k-hamp π∗Tors (X,GX) ontient les gerbes des modèles
de tous les G¯X-torseurs sur X¯ de orps des modules k;
• Si P¯ n'est pas de orps des modules k: on peut toujours dénir la k-atégorie brée
en groupoïdes D
(
P¯
)
en prenant omme atégorie bre au-dessus d'un ouvert étale
(Spe L→ Spe k) le groupoïde dont:
 les objets sont toujours les GXL-torseurs PL sur XL tels qu'il existe un auto-
morphisme σ ∈ Γ et un isomorphisme de G¯X-torseurs sur X¯ :
σP¯
≈
−→ PL ⊗L k¯
 les èhes sont les isomorphismes de GXL-torseurs sur XL.
D
(
P¯
)
est toujours un k-hamp. Il est même loalement non-vide, puisque omme
(f. [SGA4-VII℄ 5.7 et 5.14):
H1
(
X¯, G¯X
)
= lim
−→
L
H1 (XL, GXL)
la limite direte étant prise sur les extensions étales de k, il existe une extension
étale L′ et un élément [PL′] de H
1
(
XL′ , GXL′
)
tels que: PL′ ⊗L′ k¯ ≈ P¯ .
Mais e hamp D
(
P¯
)
n'est pas une k-gerbe, ar deux objets ne sont pas loalement
isomorphes, du fait que pour σ ∈ Γ, les torseurs P¯ et σP¯ ne sont pas en général
isomorphes. Cependant, il est possible d'assoier à P¯ une gerbe au-dessus de son
orps des modules kP¯ , e dernier étant l'intersetion de toutes les extensions étales
L de k telles que:7
τ P¯ ≈ P¯ , ∀ τ ∈ Gal
(
k¯/L
)
.
On peut traduire de deux manières les remarques i-dessus:
• dans le langage de Giraud (f. [Gi66℄ et [Gi71℄), la première remarque signie que
la gerbe D
(
P¯
)
est une setion globale du faiseau des sous-gerbes maximales de
π∗Tors (X,GX), et la seonde signie que la gerbe D
(
P¯
)
est une setion au-dessus
de l'ouvert étale (Spe kP¯ → Spe k) de e faiseau. Ces remarques sont ontenues
dans l'énoné suivant:
Propriété 3.4.1 (Lemme V.3.1.5 de [Gi71℄). Soient f : E ′ → E un morphisme
de sites et A un faiseau de groupes sur E ′. On a un isomorphisme anonique
d'ensembles sur E entre R1f∗A et le faiseau des sous-gerbes maximales du hamp
f∗Tors (E
′, A).
7
Pour donner une interprétation topologique du orps des modules, disons que l'ouvert étale
(Spe kP¯ → Spe k) est le plus grand ouvert étale sur lequel on peut assoier une donnée de reolle-
ment à P¯ .
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En appliquant e lemme à la présente situation, i.e. en prenant pour E (resp. E ′) le
site étale de k (resp. de X), pour f le morphisme de sites induit par le morphisme
strutural π et pour A le faiseau GX , on obtient ainsi:
Lemme 3.4.2. On a un isomorphisme anonique d'ensembles sur k entre les lasses
d'isomorphie de G¯X-torseurs sur X¯ et le faiseau des sous-gerbes maximales du
hamp π∗Tors (X,GX).
En eet, on peut assoier à un GX -torseur sur X¯ une kP¯ -gerbe, et elle-i est une
sous-gerbe maximale du kP¯ -hamp π∗Tors (X,GX)⊗k kP¯ , i.e. une setion au-dessus
de kP¯ du faiseau des sous-gerbes maximales de π∗Tors (X,GX);
• dans le langage plus moderne de Laumon et Moret-Bailly (f. [LMB00℄), on traduit
la première remarque en disant que P¯ (resp.
[
P¯
]
) est un point k-rationnel8 du
hamp π∗Tors (X,GX) (resp. une setion globale du faiseau étale grossier
9 R1π∗GX
assoié à e hamp), et la seonde en disant que P¯ (resp.
[
P¯
]
) est un point à
valeurs dans Spe kP¯ du hamp π∗Tors (X,GX) (resp. une setion au-dessus de
kP¯ du faiseau grossier R
1π∗GX). Dans les deux as, la gerbe D
(
P¯
)
est la gerbe
résiduelle en le point P¯ du hamp π∗Tors (X,GX). L'analogue du lemme V.3.1.5 de
[Gi71℄ est fourni par l'énoné i-dessous:
Propriété 3.4.3 (Corollaire 11.4 de [LMB00℄). Soient S un shéma, X un S-
hamp algébrique noethérien, et ξ un point du S-hamp algébrique X. L'appliation
qui à ξ assoie Gξ¯ (la gerbe résiduelle du hamp X au point ξ) dénit une bijetion
de l'ensemble des lasses d'isomorphie de ouples(
G
A
−→ Spe K,G
I
−→ X
)
où G est une gerbe fppf sur un S-orps K et où G
I
−→ X est un monomorphisme de
S-hamps.
Nous utiliserons ette propriété (où, ave nos hypothèses, on peut remplaer fppf
par étale) ave S = Spe k et X = π∗Tors (X,GX). A tout G¯X -torseur sur X¯ ,
on peut assoier sa gerbe des modèles D
(
P¯
)
; omme on l'a vu plus haut, 'est une
kP¯ -gerbe (kP¯ étant le orps des modules de P¯ ), que l'on peut toujours plonger
naturellement dans le k-hamp π∗Tors (X,GX) (essentiellement pare qu'un modèle
de P¯ au-dessus d'une extension étale L est un GXL-torseur sur XL, don en parti-
ulier un objet du groupoïde bre π∗Tors (X,GX) (L)). Alors le morphisme A du
orollaire 11.4 de [LMB00℄ n'est autre que le morphisme strutural:
D
(
P¯
)
−→ Spe kP¯
8
Au sens de la dénition 5.2 de [LMB00℄.
9
Nous renvoyons à [LMB00℄ 3.19 ou à la preuve du lemme 3.3.2.2 pour la dénition de faiseau grossier
attahé à un hamp.
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de la kP¯ -gerbe des modèles, et le monomorphisme I est le morphisme naturel:
D
(
P¯
)
−→ π∗Tors (X,GX)
Ahevons es onsidérations par un énoné (trivial) faisant le lien entre les deux points
de vue que l'on vient de omparer:
Lemme 3.4.2.1. Ave les notations adoptées tout au long de ette setion, le faiseau
R1π∗GX est le faiseau grossier (sur le site étale de k) attahé au k-hamp π∗Tors (X,GX).
Preuve: le faiseau grossier attahé au k-hamp π∗Tors (X,GX) est le faiseau assoié
au préfaiseau:
(Spe L→ Spe k) {lasses d'isomorphie d'objets de π∗Tors (X,GX) (L)}
soit enore:
(Spe L→ Spe k) {lasses d'isomorphie d'objets de Tors (XL, GXL)}
C'est don le faiseau assoié au préfaiseau:
(Spe L→ Spe k) H1 (XL, GXL)
Ce qui est exatement la dénition du faiseau R1π∗GX .


Chapter 4
Obstrution de Brauer-Manin des
gerbes
Cette setion est le fruit d'un travail en ommun ave Jean-Claude Douai et Mihel
Emsalem. A peu de hoses près, le ontenu de ette setion est elui de notre texte,
disponible sur le serveur arxiv, à l'adresse suivante:
arxiv:math.AG/0303231
Nous montrons ii omment assoier à une gerbe dénie sur un orps de nombres
une obstrution de Brauer-Manin mesurant, omme dans le as des variétés, le défaut
d'existene d'une setion globale. La motivation est la suivante: soient k un orps de
nombres, et V un k-espae homogène sous SLn ave isotropie H . On peut lui assoier la
gerbe G (V ) = G de ses trivialisations, i.e. la gerbe qui mesure l'obstrution à e que V
soit dominé par un SLn-torseur sur k, autrement dit qu'il soit trivial. D'autre part, si
V a des points partout loalement, on peut lui assoier son obstrution de Brauer-Manin
mH (V ). Si ette dernière est non-nulle, V n'a pas de point k-rationnel.
Or plusieurs espaes homogènes peuvent avoir la même gerbe G des trivialisations.
Dans un soui d'éonomie, on veut dénir une obstrution de Brauer-Manin de G, dont la
non-nullité est une obstrution à e que G soit neutre, et par onséquent une obstrution
à e que haun des espaes homogènes ayant G pour gerbe des trivialisations ait un point
k-rationnel.
Une fois de plus, e raisonnement est inspiré de la théorie des revêtements. Plus
expliitement, si k est un orps de nombres, f¯ un k¯-revêtement de orps des modules
k, et G
(
f¯
)
la k-gerbe assoiée à f¯ (i.e. la gerbe des modèles de f¯ ,). Dans [DDM01℄,
Dèbes, Douai et Moret-Bailly ont introduit la notion de variété de desente assoiée à f¯ .
Si V est une telle variété, la gerbe G
(
f¯
)
est alors isomorphe au hamp quotient [V/GLn],
pour un n idoine. En fait, il existe une innité possible de telles variétés de desente
V orrespondant à une innité de hoix possibles pour l'entier n. Soit maintenant K
une extension de k: tout K-point de V dénit un K-point de G, et réiproquement tout
K-point de G se relève en un K-point de V . Il s'ensuit que si V et V ′ sont deux variétés
de desente orrespondant à la même k-gerbe G, alors:
V (K) 6= ∅ ⇔ V ′ (K) 6= ∅
Forts de es observations, on veut omparer les invariants de V et V ′; ils ne dépendent
que de G. En partiulier:
BraV ≈ BraV
′ ≈ BraG,
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et
Pi V ≈ Pi V ′ ≈ Pi G.
Cei nous amène à aluler l'invariant de Brauer-Manin mH (V ) de V , à introduire
l'invariant de Brauer-Manin mH (G) de la gerbe G, puis à prouver que mH (V ) = mH (G),
l'intérêt de ette égalité étant sa validité pour toute variété de desente V orrespondant
à G (plus loin, nous dirons que V est une présentation de G).
Tout e qui préède s'étend aux k-gerbes quelonques loalement liées par un groupe
ni (pour des raisons évidentes, de telles gerbes seront appelées des gerbes de Deligne-
Mumford). L'appliationmH qui à une lasse de k-gerbes [G] assoie l'invariant de Brauer-
Manin d'un de ses représentants peut alors être vue omme une généralisation de la dualité
de Tate-Poitou dans le as abélien (nous renvoyons au théorème 4.4.1 pour un énoné
préis); et invariant vit dans le groupe de Tate-Shafarevih:
X
1
(
k, ̂¯H)D
où H¯ est le groupe d'automorphismes d'un objet de G
(
Spe k¯
)
.
4.1 Rappels
4.1.1 Calul de BraV dans le as où V est un espae homogène
de SLn ave isotropie H
Dans tout e hapitre, k désigne un orps de nombres et Ωk l'ensemble de ses plaes.
Soit V une k-variété1 algébrique lisse, géométriquement irrédutible. De la suite spetrale:
Hp
(
k,Hqe´t
(
V¯ ,Gm
))
=⇒ Hp+qe´t (V,Gm)
on déduit la suite exate longue:
0 // H1
(
k, k¯ [V ]∗
)
//
Pi V //
Pi V¯ Gal(k¯/k)
// H2
(
k, k¯ [V ]∗
)
BCD
@GF
//____
Br1V // H
1
(
k,Pi V¯
)
// H3
(
k, k¯ [V ]∗
)
(4.1)
Posons:
U
(
V¯
)
=
k¯ [V ]∗
k¯∗
La suite exate (4.1) fournit une nouvelle suite exate:
Pi V¯ Gal(k¯/k) → H2
(
k, U
(
V¯
))
→ BraV → H
1
(
k,Pi V¯
)
→ H3
(
k, U
(
V¯
))
(4.2)
Supposons que V est un k-espae homogène sous un k-groupe algébrique semi-simple
simplement onnexe G˜ (e.g. SLn) ave isotropie un groupe ni, i.e: il existe un k¯-groupe
ni H¯ tel que:
V¯ = G˜
(
k¯
)
/H¯
1
Par k-variété, on entend ii k-shéma séparé de type ni.
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Nous avons alors la suite exate:
0 −→ U
(
V¯
)
−→ U
(
G˜
(
k¯
))
provenant de la bration G˜
(
k¯
)
→ V¯ . Or on sait (d'après le lemme 6.5 (iii) de [Sa81℄)
que:
U
(
G˜
(
k¯
))
=
̂˜
G
(
k¯
)
= 0
La suite exate (4.2) se réduit alors à l'isomorphisme:
BraV
∼
−→ H1
(
k,Pi V¯
)
Remarque 4.1.1.1. Notons au passage que et isomorphisme est valable plus générale-
ment lorsque V est une variété algébrique propre (e.g. projetive) dénie sur un orps de
nombres k. Car dans ette situation, d'une part le groupe H3 (k,Gm) est nul, et d'autre
part k¯ [V ]∗ se réduit évidemment aux onstantes.
Par exemple, le groupe BraV (don a fortiori B (V )) est nul lorsque V est une k-variété
de Severi-Brauer, ou une k-variété projetive lisse qui est une intersetion omplète de
dimension ≥ 3 (f. la proposition 2.1.13).
4.1.2 Exemples
(i) Si H = 0, alors V¯ ≈ G˜
(
k¯
)
, et Pi V¯ = 0 (ar Pi G˜
(
k¯
)
= 0 par le orollaire 4.5 de
[FI73℄).
(ii) Si H = µ est un k-sous-groupe entral de G˜, alors V = G = G˜/µ est semi-simple,
et Pi G˜
(
k¯
)
= µ̂
(
k¯
)
(par le orollaire 4.6 de [FI73℄), d'où:
BraV = BraG = H
1
(
k¯/k, µ̂
(
k¯
))
= H1 (k, µ̂)
PiG et BraG sont justiiables de la philosophie de Kottwitz: e sont des invariants
des groupes semi-simples qui sont nuls lorsque G = G˜ est simplement onnexe. Ils
peuvent don s'exprimer en fontion du entre Z
(
LG
)
du dual de Langlands de G
[Ko84℄.
Cette remarque vaut enore pour:
B (G) = ker
{
BraG→
∏
v∈Ωk
BraGv
}
(iii) Prenons pour V un k-tore T . Alors (f. le lemme 6.9 de [Sa81℄):
Pi T¯ = H1
(
k, T̂
)
et BraT = H
2
(
k, T̂
)
En outre:
B (T ) ≈X2
(
k, T̂
)
≈X1
(
k, T̂
)D
le deuxième isomorphisme étant fourni par la dualité de Kottwitz [Ko84℄ qui étend
aux tores elle de Tate-Poitou.
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(iv) Considérons maintenant un k-espae homogène de SLn ave isotropie un groupe
ni; on suppose don qu'il existe un groupe ni H¯ tel que:
V¯ ≈ SLn,k¯/H¯
Alors Pi V¯ ≈ ̂¯H (f. [BK97℄). On dispose en eet de la k¯-bration:
SLn,k¯ −→ SLn,k¯/H¯
à laquelle est attahée la suite spetrale de Hohshild-Serre:
Ep,q2 = H
p
(
H¯,Hq (SLn,Gm)
)
=⇒ Hp+qe´t
(
V¯ ,Gm
)
= Ep+q
Dans ette dernière, le terme E0,12 est nul
2
, don:
H1e´t
(
V¯ ,Gm
)
= H1
(
H¯,Gm
)
= Hom
(
H¯,Gm
)
= ̂¯H
D'où la:
Proposition 4.1.2.1. Soit V un k-espae homogène d'un groupe semi-simple simplement
onnexe G˜ ave isotropie un groupe ni H¯. Alors d'après [BK97℄:
BraV ≈ H
1
(
k, ̂¯H)
En outre, si k est un orps de nombres, et si on suppose que V a des points partout
loalement (i.e. si Vv = V ⊗k kv a un kv-point, pour toute plae v de k), alors:
B (V ) = ker
{
BraV →
∏
v∈Ωk
BraVv
}
≈X1
(
k, ̂¯H)
Corollaire 4.1.2.2. Sous les hypothèses et notations de la proposition préédente, si H¯
est sans aratère, alors BraV = B (V ) = 0.
Exemple 4.1.2.3. Le orollaire s'applique don si H¯ = SL (2,Fp) ave p 6= 2, 3, ou
enore si H¯ = An ave n ≥ 5. Plus généralement, il faut et il sut que H¯ soit égal à son
groupe dérivé.
4.2 Interprétation omme hamp quotient des k-gerbes
loalement liées par un groupe algébrique ni
On s'intéresse don dans ette setion aux k-gerbes qui sont des hamps de Deligne-
Mumford [LMB00℄. Rappelons d'abord la proposition 5.1 de [DDM01℄:
2
En eet, Pi SLn = H
1
(
SLn,k¯,Gm
)
= Hom (Π1 (SLn) ,Gm) = 0 puisque SLn est simplement
onnexe.
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Proposition 4.2.1. Soient k un orps, et G une k-gerbe (pour la topologie étale) qui est
un hamp de Deligne-Mumford. Alors:
1. Il existe une k-algèbre L ave ation à gauhe d'un groupe ni Γ admettant k omme
anneau des invariants telle que G soit isomorphe au hamp quotient [Spe L/Γ];
2. Il existe un k-shéma ane V , un entier n ≥ 0, une ation à droite de GLn,k sur
V et un 1-morphisme π : V → G ave les propriétés suivantes:
(i) π induit un isomorphisme du hamp quotient [V /GLn,k] vers G;
(ii) V est lisse et géométriquement irrédutible;
(iii) l'ation de GLn,k sur V est transitive et à stabilisateurs nis;
(iv) pour haque extension K de k, haque objet de G (K) se relève en un point de
V (K) via π.
En partiulier, à ause de (iii) et (iv), si K est une extension de k telle que G (K) 6=
∅,3 la K-variété V ⊗k K est isomorphe au quotient de GLn,K par un groupe ni.
Remarques 4.2.2.
(a) Dans la remarque 5.2(b) de [DDM01℄, il est montré que l'on peut en fait prendre
pour k-algèbre L une extension galoisienne nie de k, auquel as Γ est l'ensemble des
ouples (σ, ϕ) où σ ∈ Gal (L/k) et ϕ : σx
∼
→ x est un isomorphisme dans la atégorie
(en fait, le groupoïde) G (L). Il y a une struture de groupe sur Γ pour laquelle la
projetion naturelle Γ→ Gal (L/k) est un morphisme surjetif, et le noyauH = H (L)
est le stabilisateur ni dont l'existene est donnée par le (iii) de la proposition 4.2.1.
A la gerbe G est aussi assoiée une extension (f. [Gi71℄, [Sp66℄)
G! (E) : 1→ H → Γ→ Gal (L/k)→ 1
dénissant une ation extérieure LH de Gal (L/k) sur H = H (L), et une lasse de
2-ohomologie notée [G] dans H2 (L/k,LH) →֒ H
2 (k,LH).
(b) On obtient les mêmes onlusions en remplaçant dans la proposition 4.2.1 GLn par
SLn (f. remarque 5.2() de [DDM01℄).
Une onstrution fondamentale
Partons de l'extension (E) de la remarque préédente:
(E) : 1→ H → Γ→ Gal (L/k)→ 1
3
Ce qui signie que l'ensemble d'objets Ob (G (K)) de la atégorie bre de G au-dessus de SpeK est
non-vide; par la suite, nous fairons systématiquement et abus de langage.
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Γ est un groupe ni; on peut don le plonger dans SLn pour un ertain n, e qui onduit
au diagramme suivant:
(D) : 1 // H // Γ //

Gal (L/k) //



1
1 // H // SLn,k¯ //___ SLn,k¯/H // 1
SLn,k¯/H n'est pas un groupe, puisque H n'est pas néessairement normal dans SLn,k¯.
C'est seulement un k-espae homogène (toujours au sens de Springer [Sp66℄), d'où la
présene des pointillés dans le diagrammme préédent. La èhe vertiale
Gal (L/k)



SLn,k¯/H
donne lieu à un 1-oyle dans Z1 (L/k;SLn, H), qui représente préisément la lasse du
k-espae homogène V du (2) de la proposition 4.2.1. La k-gerbe G ≈ [V/SLn] (assoiée à
(E)) s'interprète alors omme la gerbe des relèvements du k-espae homogène V à SLn.
En d'autres termes, [G] est l'image de V par le obord (f. [Sp66℄, [Do76℄)
δ1 : Z1 (L/k;SLn, H) −→ H
2 (k,LH)
Dans la suite, nous appellerons présentation de G = [V/SLn] un ouple (V, π) omme
dans la proposition 4.2.1.
Remarque 4.2.3. La proposition 4.2.1 traduit en partiulier le fait que les deux groupes
de Brauer d'un shéma (ohomologique et Azumaya) oïnident lorsque e shéma est
un orps. En eet, si G ∈ H2 (k,Gm), alors il existe un n tel que G ∈ H2 (k, µn), puisque
le groupe de Brauer d'un orps, et plus généralement d'un shéma régulier [Gr68℄, est de
torsion. Par onséquent, G est un hamp de Deligne-Mumford, et il existe un entier n′ et
un k-espae homogène V de SLn′ ave isotropie µn tels que
G ≈ [V/SLn′]
Remarquons que l'entier n′ peut être diérent de n, et 'est en partiulier le as pour le
orps kM onstruit par Merkurjev dans son artile sur la onjeture de Kaplansky [Me91℄:
il existe un élément de H2 (kM , µ2) qui ne provient pas d'un élément de H
1 (kM , PGL2) =
H1 (kM ;SL2, µ2) (mais qui est atteint par un élément de H
1 (kM , PGL4)).
Cependant, l'espae homogène V n'est autre que la variété de Severi-Brauer pré-image
de G par le morphisme naturel
BrAzk −→ H
2 (k,Gm)
et on retrouve ainsi le point de vue de [EHKV01℄.
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4.3 Invariant de Brauer-Manin d'une k-gerbe loale-
ment liée par un groupe ni
Les k-hamps algébriques (en partiulier les k-gerbes qui sont des hamps de Deligne-
Mumford) sont des généralisations de la notion de shéma. Par suite, il est tout-à-fait
naturel de dénir l'obstrution de Brauer-Manin d'une k-gerbe de manière analogue à
elle d'un k-shéma.
Soit don G une k-gerbe, qui est un hamp de Deligne-Mumford. Le site étale de G
est déni au hapitre 12 de [LMB00℄. Le groupe de Brauer Br G = H2e´t (G,Gm) est déni
dans [SGA4-V℄ (où, d'une manière plus générale, la ohomologie d'un topos loalement
annelé est dénie). Il existe une suite spetrale (f. [SGA4-V℄, prop. 5.3):
Ep,q2 = H
p (k,Hqe´t (G,Gm)) =⇒ H
p+q
e´t (G,Gm) = E
p+q
qui permet de dénir Br
cstG, BralgG et BraG omme pour les variétés. Plus préisément:
Br
cstG = im
{
E2,02 = Br k −→ Br G = E
2
}
Br
algG = ker
{
E2 = BrG −→ BrG = E0,22
}
BraG =
Br
algG
Br
cstG
Soit (V, π) une présentation de G (d'après nos hypothèses, on a don G ≈ [V/SLn]).
Posons:
U
(
G¯
)
=
k¯ [G]∗
k¯∗
On a:
U
(
G¯
)
⊂ U
(
V¯
)
⊂ U
(
SLn,k¯
)
= ŜLn,k¯ = 0
L'analogue de la suite exate (2) assoiée à la suite spetrale préédente implique alors:
BraG ≈ H
1
(
k,Pi G¯
)
≈ H1
(
k,Hom
(
Π1
(
G¯
)
,Gm
))
≈ H1
(
k,Hom
(
H¯,Gm
))
ar il est bien onnu que Π1
(
G¯
)
= H¯ (f. [No02℄), et nalement:
BraG ≈ H
1
(
k, ̂¯H) (4.3)
Si K est un orps qui est une extension quelonque de k, nous pouvons dénir un
aouplement:
G (K)× Br G → BrK
(x, b) 7−→ b (x)
où l'image b (x) peut être interprétée de diérentes façons (B désigne i-dessous un
représentant de b):
(i) b (x) est la gerbe résiduelle de B au point x du hamp algébrique G = [V/SLn];
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(ii) omme dans la setion 2.3, x peut être vu omme une setion au dessus de SpeK
du (1-)morphisme strutural G → Spe k; autrement dit, 'est un (1-)morphisme
rendant ommutatif le diagramme (de morphismes de hamps) suivant:
G

SpeK //
x
99sssssssssss
Spe k
B étant une gerbe sur G, on peut onsidérer la gerbe image inverse x∗B de B par
le morphisme x; la gerbe x∗B ainsi obtenue orrespond exatement à b (x); elle est
obtenue par pull-bak à partir de x et de B:
B
x∗B
x∗
rr
rrr
r
G

SpeK //
x
99sssssssssss
Spe k
De plus, si H abélien, toute K-setion de la gerbe G (i.e. tout objet de G (K)) est
un H-torseur sur SpeK (G est par dénition loalement équivalente à la gerbe TorsH ;
l'existene d'une K-setion implique que G|K est équivalente à la gerbe des H-torseurs
sur K). Si on suppose que K est un orps loal, on obtient alors l'énoné suivant:
Proposition 4.3.1 (Cas loal). Soient K un orps loal, G une K-gerbe liée par un
groupe abélien ni H et (V, π) une présentation de G. Le diagramme suivant est ommu-
tatif:
(Acc.1) V (K)

×
BraV
!!C
CC
CC
CC
C
(Acc.2) G (K)

×
BraG
≈
OO
// Q/Z
(Acc.3) H1
(
K, H¯
)
× H1
(
K, ̂¯H)
≈
OO ??
où:
• l'aouplement (Acc.1) : V (K)× BraV −→ Q/Z est déni omme suit: à un point
x de V (K), et à une lasse b dans BraV , on assoie:
〈x, b〉 = [sx (b)]x
sx désignant la setion
4
induite par x de la projetion anonique p (f. [BK00℄):
Br1X p
//
BraX
sx
ww
4
En eet, l'existene d'un point K-rationnel entraîne que la suite:
0 −→ Br K −→ Br1V −→ BraV −→ 0
est sindée.
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• l'aouplement (Acc.2) : G (K)× BraG −→ Q/Z est déni de la même manière que
(Acc.1);
• l'aouplement (Acc.3) : H1
(
K, H¯
)
× H1
(
K, ̂¯H) −→ Q/Z est l'aouplement de
Tate pour les orps loaux.
k étant un orps de nombres, nous pouvons dénir pour toute plae v de k l'aouplement:
G (kv)× Br1 G → Q/Z
(x, b) 7−→ invv (b (x))
où omme d'habitude invv est l'invariant donné par la théorie du orps de lasses, et b (x)
est la lasse dans Br kv de Bx, où B est un représentant de b. Supposons maintenant que
G (kv) soit non-vide pour toute plae v de k, et restreignons nous au sous-groupe B (G)
de BraG déni par:
B (G) = ker
{
BraG −→
∏
v∈Ωk
Bra G|kv
}
Nous dénissons ainsi un aouplement:
〈. , .〉 :
∏
v∈Ωk
G (kv)×B (G) −→ Q/Z
((xv)v , b) 7−→
∑
v∈Ωk
invv
(
b˜ (xv)
)
où b˜ est un relevé de b dans Br1G. Par analogie ave la dénition usuelle de et a-
ouplement (f. setion 2.3), 〈(xv)v , b〉 ne dépend pas de (xv)v, et 〈(xv)v , b〉 6= 0 est
une obstrution à l'existene d'une setion k-rationnelle de Spe k (i.e. d'un objet de la
atégorie bre G (k)). Nous obtenons de ette façon un élément bien déni:
mH (G) ∈ B (G)
D = Hom (B (G) ,Q/Z) = Hom
(
X
1
(
k, ̂¯H) ,Q/Z)
puisque: B (G) ≈X1
(
k, ̂¯H) ('est une onséquene immédiate de l'isomorphisme (4.3)).
Proposition 4.3.2 (Cas global). Soient k un orps de nombres et G une k-gerbe. Pour
toute présentation (V, π) de G:
B (V )
∼
←− B (G)
et mH (G) est égale à l'image de mH (V ) par l'isomorphisme:
B (V )D
∼
−→ B (G)D
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L'isomorphisme B (V )
∼
←− B (G) résulte de l'isomorphisme
X
1
(
k,Pi V¯
) ∼
−→X1
(
k,Pi G¯
)
e dernier étant induit par les isomorphismes omposés
H1
(
k,Pi V¯
)
≈ H1
(
k, ̂¯H) ≈ H1 (k,Pi G¯)
Nous avons le diagramme ommutatif:∏
V (kv) ×

B (V )
9
99
99
Q/Z∏
G (kv) × B (G)
≈
OO
BB
dans lequel la surjetivité de la èhe de gauhe provient de la proposition 4.2.1(iv). On
a vu que le alul de mH (G) ne dépendait pas de la famille (xv)v hoisie dans
∏
v∈Ωk
G (kv).
De la même manière, on sait que le alul de mH (V ) ne dépend pas non plus de la famille
(yv)v hoisie dans
∏
v∈Ωk
V (kv). Pour aluler mH (V ), on peut don prendre pour (yv)v
n'importe quel relèvement de la famille (xv)v. On en déduit que mH (G) n'est autre que
l'appliation omposée:
B (G)
∼
−→ B (V )
mH(V )
−−−−→ Q/Z
où mH (V ) ∈ B (V )
D
est donnée par:
b 7−→ 〈(yv)v , b〉
Dans la suite, nous verrons l'élément mH (V ) omme un élément de X
1
(
k, ̂¯H)D.
4.4 1/2-théorème de Tate-Poitou pour les groupes non-
abéliens
Théorème 4.4.1. Soient k un orps de nombres, H un k-groupe ni, LH un k-lien
loalement représentable par H. L'appliation
mH : X
2 (k,LH) −→ X
1
(
k, ̂¯H)D
[G] 7−→ mH (G)
où X
2 (k,LH) désigne l'ensemble des lasses d'équivalene de gerbes loalement liées par
H admettant partout loalement une setion (i.e. qui sont partout loalement neutres), se
fatorise par
X
2 (k,LH)
ab //
mH &&LL
LLL
LLL
LLL
LL
X
2
(
k, H¯
[H¯,H¯]
)
≈

X
1
(
k, ̂¯H
[H¯,H¯]
)D
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où ab est l'appliation d'abélianisation naturelle, et l'isomorphisme vertial est fourni par
la dualité de Tate-Poitou.
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Remarque 4.4.2.
On peut étendre le théorème 4.4.1 au as où H est un k-groupe linéaire, i.e. au as où les
k-gerbes onsidérées ne sont plus de Deligne-Mumford. Cei peut de faire en remplaçant
dans la onstrution fondamentale (de la setion 2) SLn par GLn. Le théorème 4.1 peut
alors être omplété par les deux résultats suivants:
1. Si H est un k-tore T , mH prend ses valeurs dans X
1 (k,X∗ (T ))D:
mH : X
2 (k, T ) −→X1 (k,X∗ (T ))D
et oïnide ave l'isomorphisme donné par la dualité de Kottwitz pour les tores
[Ko84℄.
2. Si H est un k-groupe semi-simple, alors X1
(
k, ̂¯H) = 0 et
mH : X
2 (k,LH) −→X
1
(
k, ̂¯H)D = 0
est l'appliation nulle. On sait d'après [Bo96℄ dans le as semi-simple (resp. d'après
[Do76℄ dans le as semi-simple simplement onnexe) que toutes les lasses de
X
2 (k,LH)
(
resp. de H2 (k,LH)
)
sont neutres. Ainsi l'obstrution de Brauer-Manin est la seule dans le as semi-
simple. Compte tenu de la remarque (1) préédente, on en déduit que le même
résultat vaut dans le as des groupes rédutifs onnexes, puis dans le as des groupes
onnexes ([Bo93℄).
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Résumé
Soient k un orps de aratéristique nulle et G un k-groupe algébrique linéaire. Il est
bien onnu que si G est abélien, les torseurs sous GX sur un k-shéma π : X → Spe k
fournissent une obstrution à l'existene de points k-rationnels sur X , puisque la suite
spetrale de Leray:
Rp Γ k (R
qπ∗GX) =⇒ R
p+qΓ X (GX)
donne dans les bons as (e.g. X propre) une suite exate de groupes:
0 −→ H1 (k,G) −→ H1 (X,GX)
u
−→ H1
(
X¯, G¯X
)
Gal(k¯/k) δ1−→ H2 (k,G) −→ H2 (X,GX)
sur laquelle on peut diretement lire l'obstrution à e qu'un G¯X-torseur P¯ → X¯ de orps
des modules k soit déni sur k, i.e. qu'il provienne par extension des salaires à la lture
algébrique k¯ de k d'un GX-torseur P → X . Le point ruial est que ette obstrution est
mesurée par une gerbe, qui est neutre lorsque X possède un point k-rationnel. On essaye
ii d'étendre e résultat au as non-ommutatif, et on en déduit (sous ertaines onditions)
des obstrutions ohomologiques non-abéliennes à l'existene de points k-rationnels sur
X , et des résultats sur la desente des torseurs.
Mots-lés. Points rationnels, (bi-)torseurs, hamps, gerbes, ohomologie non-abélienne,
obstrution de Brauer-Manin.
Abstrat
Let k be a eld of harateristi 0 and G a linear algebrai k-group. When G is
abelian, it is well known that torsors under GX over a k-sheme π : X → Spe k provide
an obstrution to the existene of k-rational points on X , sine Leray spetral sequene:
Rp Γ k (R
qπ∗GX) =⇒ R
p+qΓ X (GX)
gives rise (when X is nie, e.g. X smooth and proper) to an exat sequene of groups:
0 −→ H1 (k,G) −→ H1 (X,GX)
u
−→ H1
(
X¯, G¯X
)
Gal(k¯/k) δ1−→ H2 (k,G) −→ H2 (X,GX)
This sequene gives an obstrution for a G¯X-torsor P¯ → X¯ with eld of moduli k to be
dened over k, i.e. to be obtained by extension of salars to the algebrai losure k¯ of k
from a GX -torsor P → X . This obstrution is measured by a gerbe, whih is neutral if X
possesses a k-rational point. We try to extend this result to the non-ommutative ase,
and in some ases, we dedue non-abelian ohomologial obstrution to the existene of
k-rational points on X , and results about desent of torsors.
Keywords. Rational points, (bi-)torsors, staks, gerbes, non-abelian ohomology, Brauer-
Manin obstrution.
